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Tento piispévek vznikl z podnétu ucitelu stfednich §kol — ¢tenara MFI,
ktefi projevili zajem o dplna FeSeni tloh z mezinidrodni soutéze Matema-
ticky klokan (MK). Pfi pfipravé sad soutéznich aloh jednotlivych kategorii
jsou priklady vybirany ze ¢tyt oblasti — logiky, algebry, geometrie a teorie
¢isel. Zde jsme se zamérili na posledni z uvedenych oblasti matematiky.
Predkladame ¢tenaitim Sestici tplnych feSeni vybranych tloh z kategorii
Junior a Student z poslednich Sesti let.

Neklademe si za cil uvést vSechna mozna feSeni prezentovanych tloh.
Vybrali jsme pfedevsim takova feSeni, ktera mize ucitel vyuzit ve vyuce
v ramci konkrétniho uciva.

Na zavér je uvedeno obecngjsi feSeni posledniho problému o nalezeni
posledni nenulové é&islice ¢isla n! spolu s odvozenim uziteéného vzorce pro
jeji rychlé uréeni. V ramci zachovani terminologické korektnosti jesté uva-
dime, ze z duvodu jednodussiho vyjadfovani budeme v textu chapat ope-
race s Cislicemi jako operace s hodnotami jednomistnych ¢isel, reprezento-
vanych témito ¢islicemi.

Piiklad 1 (MK 2021, Student)

Je dano sedmimistné ¢islo N s navzdjem riznymi &islicemi, pficem?z
vSechny déli toto ¢islo. Které ¢islice ¢islo N neobsahuje?
(A)0,7,9 (B)0,5,7 (C)o0,4,5 (D)0,5,9 (E)0,4,8

Resent: Je ziejmé, ze ¢islo N neobsahuje nulu. Neobsahuje ani pétku, pro-
toze v sedmimistném ¢isle s rliznymi ¢islicemi bude jisté obsaZzena néktera
suda ¢islice. Pak by totiz IV bylo délitelné péti a dvéma, tedy deseti a
posledni ¢&islice by byla nula, coz neni mozné.

Soucet zbyvajicich osmi ¢islic je 1 +24+3+4+6+ 7+ 8+ 9 = 40.
Odtud vidime, ze se v .N musi vyskytovat devitka. V opa¢ném piipadé
by zde musela byt trojka, ale ciferny soucet v8ech sedmi ¢islic bez deviti
1+42+3+4+4+64+ 7+ 8 = 31 neni délitelny tfemi, a neni tedy splnéno
kritérium délitelnosti tfemi.
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Jestlize ¢islo N obsahuje devitku, je i ciferny soucet jeho zbyvajicich
Sesti Cislic délitelny deviti. Hleddame tedy pFirozeny nasobek deviti mensi
nez 31. Z moznosti 9, 18 a 27 vyhovuje pouze 27, nebot v ostatnich p¥ipa-
dech bychom museli vynechat ¢&islici reprezentujici dvojmistné ¢islo. Hle-
dana posledni ¢&islice, kterou ¢islo N nesmi obsahovat je 31 — 27 = 4.

Zavér: Dané sedmimistné ¢islo nemutze obsahovat ¢islice 0, 4, 5.

Priklad 2 (MK 2019, Junior)

Uvazujme osm po sobé& jdoucich trojmistnych ¢isel. Kazdé z nich je
délitelné svou posledni é&islici. Urcete ciferny soucet nejmensiho z téchto
osmi Cisel.

(A) 10 (B) 11 (C) 12 (D) 13 (E) 14

Reseni: Hledame nejmensi trojmistné ¢islo ve tvaru abe. Stejné jako v pred-
chozi tloze ziejmé plati ¢ # 0. Odtud osm po sobé jdoucich ¢&isel miize
kon¢it (v tomto poradi) ¢islicemi

{1,2,3,4,5,6,7,8}, nebo {2,3,4,5,6,7,8,9}.

Plati-li ¢ | abe, pak ¢ | (abc — ¢), neboli ¢ | ab0 pro viechna c z jedné
z vySe uvedenych mnozin. Hledané ¢islo méa byt nejmensi mozné, proto se
zaméiime na prvni z nich {1,2,3,4,5,6,7,8}.

Pokud ma byt ab0 délitelné osmi, pak je délitelné i dvéma a Etyimi,
proto muzeme tato dvé &isla vynechat. Obdobné neni tfeba uvazovat ani
Sestku, postadi nam délitelnost tfemi. Celkem ab0 = 3-5-7 -8 = 840.
Zdvér: Nejmensi hledané &islo spliwjici podminky zadani je tedy abe = 841,
jehoz ciferny soucet je 13.

Piiklad 3 (MK 2019, Student)
Soucinem Sesti po sobé jdoucich ¢isel je dvanactimistné ¢islo ve tvaru

N = abb cdd cdd abb,

kde a, b, c a d je opét v n&jakém poradi ¢tvefice po sobé jdoucich ¢isel.
Urcete hodnotu d.

(A)1 (B) 2 (€)3 (D) 4 (E) 5

Reseni: Vime, Ze a,b,¢,d € M, kde M = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. V kazdé
Sestici po sobé jdoucich ¢&isel jsou jisté tii ¢isla suda, dvé ¢isla délitelna
tfemi a minimalné jedno ¢islo délitelné péti. Jejich soucin je tudiz délitelny
deseti, proto mé4 ¢islo N na porzici jednotek nulu (b = 0). JestliZe a, b, ¢, d
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je opét v néjakém poradi ¢tverice po sobé jdoucich ¢isel, z nichz jedno je 0,
pak je 0 prvnim ¢islem z této Ctvefice a zbyvajici ¢isla a,c,d € {1,2,3}
a plati

a+c+d=6.

Souéin ¢&isel, z nichZ dvé jsou délitelna tiemi, je jisté délitelny deviti.
Navic z tvaru ¢isla N je ziejmé, Ze jeho ciferny soucet je sudy a pro b =0
plati

2a 4 2c + 4d = 9k,

kde k je sudé &islo (k = 2r). Pak
20 +2c+4d =18 a a+c+d=6,

odkud plyne
d=9r —6.

Pouze pror =1 je d € M, a proto d = 3.

Nad ramec zadani pak z délitelnosti ¢isla N osmi a faktu, ze a, ¢ € {1, 2},
plynea=2ac=1.
Zaver: Spravna odpoved je tudiz (C), tj. d = 3.
Priklad 4 (MK 2019, Junior)

Cislo 3a ma pravé ¢tyii délitele a ¢islo 5a ma pravé 6 délitela. Urcete
prvni &islici zleva ¢isla 2019a.
(A)1 (B) 3 (C) 8 (D)9 (E) nelze urcit
Resent: Vyhodu pro feSeni maji studenti, ktefi se jiz setkali s Gaussovou
vétou o poctu délitela prirozeného ¢isla. V opa¢ném piipadé lze pro maly
pocet délitelt tvar ¢isla 3a odhadnout.

Véta 1 (Gaussova)
Ma-li pfirozené ¢islo n kanonicky rozklad

(e D) . (077

n=p* - ps Y T
pak pocet vSech délitelt ¢isla n je roven soucinu
(a1+1)-(a2+1)-...~(ak+1).

Cislo, které ma pravé étyti délitele, musi byt ve tvaru p; - p2, nebo p3,
kde p1 a ps jsou dvé navzijem rizna prvodisla.
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e Pro 3a = p; - po 1ze bez Gjmy na obecnosti psat p;1 = 3 a po = a # 3.
Potom 5a = 5ps. Pokud ovSem ps; = 5, méa ¢islo ba = 25 pouze tii
délitele. Pro ps # 5 ma ¢islo 5a ¢tyti délitele. V obou pfipadech nejsou
podminky zadéni splnény.

e Pro 3a = p?, Ize psat p = 3 a p? = 9 = a. Odtud 5a = 45 = 32.5
a dle vySe zminéné véty je pocet déliteli 3 -2 = 6. Podminky zadéani
jsou splnény.

Nyni jiz vime, Zze a =9 a 2019 -9 = 18171.

Zaveér: Prvni &islici ¢isla 2019a je jednicka.

Priklad 5 (MK 2024, Junior)

Cislem n! rozumime souéinn-(n—1)-...-2-1, napf. 5! =5-4-3-2-1.

Na obrazku vidite prvociselny rozklad nékterého ¢&isla n!, v némz jsou

jednotliva prvoéisla usporadana vzestupné. Bohuzel jsou néktera ¢isla ne-
¢itelna. UrcCete exponent prvocisla 17.

—
2.3 5T st -43 - 47

(A)1 (B) 2 (€3 (D) 4 (E)5

Reseni: 7 obrazku lze vy¢ist dvé velmi dilezité informace. Nejvétsim prvo-

¢islem v kanonickém rozkladu je 47 a ¢islo 13 se zde vyskytuje pravé ¢ty-
Fikrat. Druhé informace nam uréi minimalni i maximalni hodnotu ¢&isla n.

92=4-13<n<5-13 =65.

Dalsf omezeni &sla n plyne z prvni informace. Cislo n musi byt ostie
mensi, neZ nejblizsi prvocislo vétsi nez 47, tedy 53. (Pokud by bylo vétsi,
muselo by se v kanonickém zapisu objevit.)

Obé podminky jsou splnény pouze pron = 52. Cislo, které je na obrazku
zapsano je 52!, v jehoZ prvociselném rozkladu najdeme pouze tii nasobky
disla 17 (17, 34, 51).

Zaveér: Exponent u prvocisla 17 je 3.

Priklad 6 (MK 2018, Student)
Archimédés spravné vypocital a napsal na tabuli ¢islo 15!. NaneStésti
se mu, jak vidite, dvé ¢islice rozmazaly. Které?

IH0767436M000
(A)2ao0 (B)4a8 (C)Tad (D)9a2 (E)3a8
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Reseni: Podivejme se nejprve na jedno z moznych (Zékovskych) FeSeni.
Pracné vy¢isleni 15! uvazovat nebudeme.

Uréime, kolik nul ma 15! za posledni nenulovou éislici. Pocet nul na
poslednich pozicich je uréen mocninou ¢&isla 5 v kanonickém rozkladu ¢isla
15!. Vime, Ze v kanonickém rozkladu je vzdy vétsi po¢et mensich prvocisel
nez vétsich. Tedy pokud se zde objevuje ur¢itd mocnina péti, vzdy k ni
najdeme alespon stejnou mocninu dvou. Upravme 15! na tvar:

15! =15-14-...-2-1=
=(15-10-5)-(1-2-3-4)-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) =
=(5%-3)-(2%-3)-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) =
=10%-3!-3-(6-7-8-9)-(11-12-13-14).

Vidime, Ze exponent u &isla 10 je 3, proto na konci &isla 15! budou pravé tii
nuly a prava rozmazané ¢islice bude prvn{ nenulové, tedy mtzeme vyloucit
distraktor (A). Stadi tak najit &islici na pozici jednotek ¢isla
15!
103

Nyni nés jiz nezajimaji ¢islice na jinych pozicich. Zavedme relaci ekvi-
valence ,,~*: , mit stejnou posledni nenulovou ¢&islici®.

Ozna¢me C,y posledni nenulovou ¢&islici na pozici jednotek &isla n!, pak

Crsi ~31-3-(6-7-8-9)-(11-12-13-14) ~
~ 313 (42-72) - (132 182) ~
~6-3-(2:2)-(2:2) ~6-3-4-4~ 288

=31-3-(6-7-8-9)-(11-12-13 - 14).

V poslednich tpravich jsme vyuzili skutecnosti, Ze ¢islice na pozici jed-
notek je ur¢ena soucinem poslednich ¢&islic jednotlivych ¢Ciniteld. Posledni
nenulovou ¢islici 15! je osmicka.

Ze dvou zbyvajicich nabizenych odpovédi, mizeme navic vyfadit (B),
protoze jisté 9 | 15! a jen 3 a 8 doplni uvedené &slo tak, aby jeho ciferny
soucet byl délitelny 9.

Zaveér: Rozmazané &islice jsou tedy v pofadi zleva doprava 3 a 8.

Podivejme se jesté na problém obecnéji. Nasim tkolem je najit posledni
nenulovou éislici n! a pocet nul za ni.

V predchozi dloze jsme ukazali, Zze pro pocet nul za posledni nenulovou
¢islici ¢isla n! je postacujici znat mocninu péti v jeho kanonickém zapisu.
Pokud je n velké ¢&islo, lze vyuzit tzv. Legendreovy véty.
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Véta 2 (Legendreova)
Necht v, (n!) je pro libovolné prvocislo p a pfirozené ¢islo n nejvyssi
mocninou prvocisla p, které déli n, pak plati

op(nl) = i =],

kde vyrazem L’lJ rozumime dolni celou ¢ast podilu pﬂ

Napft. hledame-li exponent prvocisla 5 v kanonickém rozkladu 127!, pak

oo | 127 127 127 127 127
vp(127) = Y {51' J = L’ﬂJ - L)QJ + {53J + {54J +...=
i=1
=25+3+1+0+...=29.

V prvoéiselném rozkladu 127! je tedy 5%°, a proto v dekadickém zapisu
¢isla 127! je na konci 29 nul.

Pro nalezeni posledniho nenulového ¢&isla n! budeme postupovat ob-
dobné jako v predchozi ,klokanské” tloze. Nejprve zapisme vSechny ¢ini-

tele délitelné péti a ostatni ¢isla seskupime do ¢tveric:

nl=n-(n—-1)-...-2-1=
5~10-...~(5{§J>~(1~2~3~4)~(6~7o8'9)'...:

5L?J.(1.2.,“.{gJ).(1.2.3.4).(6.7.8.9).”,:

5L%J.{gjg.(1.2.3.4).(6.7.8.9).”, (1)

Kazd4a zavorka obsahuje souéin ¢tyf po sobé jdoucich &isel, z nichz ani
jedno neni délitelné pé&ti. Kazdou ¢tvefici v zavorce muzeme zapsat takto:

(5k+1)- (5k+2) - (5k 4+ 3) - (bk + 4).
Algebraickymi upravami dostavame

(5 +1) - (5k +2) - (5k +3) - (5k + 4)
=54 (K + k) + 10 - (53K3 + 52k2 + 25k) + 24, kde k € No.
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Souéet k* + k? = k?(k? + 1) jako soucin dvou po sobé& jdoucich piiroze-
nych ¢&isel je pro libovolné k € Ny sudé ¢islo, proto

10| [5* - (K* + k%) + 10 - (5°k® + 5%k? + 25k)]

a soucin CtyT po sobé jdoucich ¢isel v kterékoliv zavorce konéi ¢islici ¢tyii
(v textu podtrzena). Je tedy délitelny dvéma. Téchto zavorek se souc¢inem
CtyT Cisel je prave [%J, proto lze psat:
nl =53] | 2]t 2L 8] . (cislo konéict dvojkou) - . .. - (¢islo koncici dvojkou) - m.

| 2 ]-krat

Cislo m je rovno soucinu ¢isel, které nendlezi zadné Gtvefici v zavorce.
V tomto soucinu je pocet Ciniteli roven zbytku po déleni ¢isla n péti.

Hledana posledni nenulové ¢&islice n! je tedy stejna, jako posledni ¢islice
C¢isla

{gJ' - (¢islo konéici dvojkou) - ... - (€islo konéici dvojkou) - m

a v souladu s vySe uvedenym znacenim mizeme psat

Cnng!a-z...a-m:gJ!-QL%J-m. 2)
|2 | krat

Zbyva urcit posledni ¢&islici ¢isla m, které miize nabyvat péti moznych
tvart.

1.m=5k+1pron=1 (mod 5)

2.m=(5k+1)-(5k +2) pro n =2 (mod 5)

3.m=bk+1) - (5k+2)-(5k+3) pron =3 (mod 5)

Zbyvajici dva piipady nemusime uvaZovat, nebot pokud n = 4 (mod 5),
nebo 5 | n, pak po dpravé rovnice (1), budou vSichni &initele soucasti
nékteré Ctvefice, proto m = 1.

V prvni piipadé je m jedno é&islo ve tvaru 5k + 1 a navic m = n. Pro
libovolné k € Ny je posledni &islici ¢isla m jednicka (ta ale v soucinu
hodnotu posledni ¢islice neovlivni), nebo Sestka.

V druhém pfipadé je m sou¢inem dvou ¢isel tvaru (5k + 1) - (5k + 2) a
muiZeme psat

m = (5k 4+ 1) - (5k + 2) = 5k(5k + 3) + 2.
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o Je-li k sudé, pak k =20 a'm = 101(10] + 3) + 2.
o Je-li k liche, pak k=21 +1am=10(20 +1)(5] + 4) + 2.

Pro libovolné k je tedy ¢islici na pozici jednotek dvojka.
Ve tfetim piipadé je m soucinem tii &isel (5k + 1) - (5k + 2) - (5k + 3)
a mizeme psat

m = (5k +1) - (5k +2) - (5k + 3) = 5(25k> + 11k) + 150k* + 6.

Vyraz (25k% + 11k) je sudy pro libovolné k € Ny, a proto je vzdy posledni
¢islici Sestka.

Z vyse uvedeného vyplyva, Ze ¢islo m miZze mit na pozici jednotek pouze
1, 2, nebo 6. Pro zjednodusen{ vysledného vztahu pro vypocet posledni
nenulové ¢&islice a vzhledem k pfedchozim fadkim si uvédomme:

e Pokud je n ¢islo ve tvaru n = 5k + 3, je posledni ¢islice ¢isla m Sestka,
a plati 6 = 3!.

e Pokud je n Cislo ve tvaru n = 5k + 2, je posledni ¢islice ¢isla m dvojka,
a plati 2 = 2.

e Pokud je n ¢&islo ve tvaru n = 5k + 1, pak plati n = m, a posledni
Cislice ¢isla m je jedni¢ka pro suda k, neboli 1 = 1! (ta posledni ¢islici
neovlivni), nebo Sestka pro licha k > 1. V tomto okamziku je nutné si
uvédomit, ze pokud nésobime Sesti libovolné sudé ¢&islo ¢, ma vysledek
na pozici jednotek stejnou ¢islici jako c¢. V takovém pripadé se tedy
chové Sestka jako jednicka. Tohoto faktu muzeme vyuzit, protoze ve
vyrazu (2) se pro n > 6 v sou¢inu vzdy objevi sudy €initel. V opaéném
piipadé jen =m = 1.

Lze tedy obecné psat

Chpi ~ {%J' ol%] -1l kde r je zbytek po déleni n &islem 5.

Mizeme proto vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3
Necht n je libovolné pfirozené &islo, pak pro posledni nenulovou &islici

C ¢isla n! plati
Ci ~ LgJ!.QL%J o

kde r je zbytek po déleni n ¢islem 5.
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Ukazeme si to na konkrétnim piikladé. Hledame-li nap¥. posledni nenu-
lovou ¢islici 127!, pak podle predchozi véty plati

12 )
Chom ~ L;JLQLI?J -9l ~ 251225 .91,

Pro nalezeni posledni nenulové éislice 25! opét vyuZijeme odvozeny vztah:

Cas = 5125 .01

Dosazenim dostévame

Cliop ~ 5!-2°.01-2%° .21 ~
~ 12023~ 2. (21728~ 2.67 -8 ~
~2-6-8~96~6.

Ve druhé tpravé jsme vyuzili ekvivalenci Cio9 ~ Cy, ve tieti tpravé
ekvivalenci Cy1 ~ Cg a ve Gtvrté upravé poznatku, Ze libovolné pirirozené
mocnina Sesti mé posledni ¢&islici 6.

Zdvér: Posledni nenulova éislice ¢isla 127! je 6.
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