Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické ulohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 15. 12. 2024 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfi@upol.cz. Zajimava a originalni reSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 295
Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojihelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Ozna¢me E patu kolmice z vrcholu B k pfimce AD a F
(F # A) prisecik piimky AD s kruZnici opsanou uvaZovanému trojihel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.
Jozef Kalinowski (Polsko)
Uloha 296

Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
V = max{3a + b, 84} + max{3b + a, 8b*},

kde a, b jsou realné ¢isla, jejichz soucet je roven 1. B
Jaroslav Svrcek
Déle uvadime feseni tiloh 291 a 292, jejichz zadan{ jsme zvefejnili v prv-
nim &sle letosniho (33.) ro¢niku naseho Gasopisu.

Uloha 291
Pro trojmistné ¢islo uvazujme tii souciny vsech dvojic ¢islic tohoto ¢isla.
Urcete pocet trojmistnych ¢isel, v nichz je aspon jeden uvedeny soucin

roven aritmetickému priaméru zbylych dvou soucinti.
Jaroslav Zhouf

Resent. Ozna¢me a, b, c ¢islice hledaného ¢isla a pfedpokladejme, Ze plati
a < b < c. Jelikoz jsou to éislice trojmistného ¢isla, alespon jedna z nich je
nenulové, tedy ¢ > 0. Déle plati ab < ac < be. Jelikoz aritmeticky prameér
dvou ¢isel lezi mezi nimi, hledame takové ¢islice, pro néz plati

ab + be

ac = .

2

Tuto rovnici upravime do tvaru

(2¢ — b)(2a — b) = b?, (1)
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pritom b povazujeme za parametr. Vzhledem k tomu, ze 2c —b>¢ >0 a
b? > 0 plati 2a — b > 0, pfitom oba &initele 2¢ — b a 2a — b jsou cela &isla
a plati 2¢ — b > 2a — b.

Pro b = 0 dostavame ac = 0, coz vzhledem k podmince ¢ > 0 znamena
a =0 a c je libovolnéa nenulova ¢&islice. Z téchto tii ¢islic lze sestavit pravé
devét vyhovujicich trojmistnych &isel c00.

Pro b # 0 rovnici (1) Tesi ¢isla 2c — b =2a —b=1b, tedy a = b = ¢, ze
kterych lze sestavit 9 vyhovujicich &isel bbb.

Dale hledejme FeSeni rovnice (1), pro ktera je 2¢ — b > 2a — b, tedy
¢ >b > a, odkud b < 9. Pro zbyvajici liché ¢&islice b ma ¢&islo b? jediny
rozklad na dva rtzné ¢&initele, a to 2c — b = b% a 2a — b = 1. ProtoZe c je
Cislice, plati b+ b2 = 2¢ < 18, odkud plyne b < 4.

e Pro b =1 dostavame (2¢ — 1)(2a — 1) = 1. Oba &initele jsou pfirozena
¢isla, musi byt rovny jedné, coz je ve sporu s ¢ > a.

e Pro b = 3 dostavame (2¢ — 3)(2a — 3) = 9. Pro ¢ > a to znamena
2c—3=9a2a—3=1, tedy (a,b,c) = (2,3,6). Z téchto tii riznych
(nenulovych) &islic lze sestavit 6 vyhovujicich trojmistnych ¢isel.

Pro sudé &islice b > 0 rovnici (1) upravime na tvar
1 1 12
(e = 3b)(a = 3b) = 3V,
s Ciniteli ¢ — %b, a— %b, které jsou opét celymi &isly.
e Prob=2toznamend (c—1)(a—1)=1,tedy c—1=a—1=1, ale to

je spor s podminkou ¢ > a.

e Pro b = 4 to znamena (¢ —2)(a—2) =4. Proc>anutnd c —2 =4
aa—2=1,tedy (a,b,c) = (3,4,6). Z téchto tii raznych nenulovych
¢islic 1ze sestavit 6 vyhovujicich trojmistnych &isel.

e Pro b =6 to znamena (c—3)(a—3)=9.Proc>anutné c—3=9 a
a — 3 =1, ovSem prvni rovnost nemiize platit pro zadnou ¢islici c.

e Pro b = 8 to znamena (¢ —4)(a — 4) = 16. Pro ¢ > a nutné ¢ — 4 > §,
tato nerovnost nemize platit pro zadnou ¢islici c.

Zdver. Uloze vyhovuje celkem 9 4 9 + 6 + 6 = 30 trojmistnych ¢isel.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Moravan,
Tomds Dejmek, G Kolin, Jana FiSerovd a Nikola Hrabal, oba G Olomouc-
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Hejéin, Mikulds Hotenek, WG Ostrava, Tereza Kubinovd, G Praha 9, Li-
tométicka, Viclav Kucera, SChS, ZS a G, Cheb, Lukds Nohejl, GLJ, Ho-
lesov, Jan Paloncy, G Sumperk, Mikolds Palouda, G Cesky Krumlov, Jird
Pre¢, GJAK Uhersky Brod, David Schmidt, GUB Jablonec nad Nisou, Petr
Stary, G Ceské Budégjovice, Jirovcova, Piotr Szatan, I1 LO v Tarnovskych
Horach (Polsko), Jan Pavel Skoda, OG G a ZS Babice, Jakub Toupal, G
Plzen, Mikulagské nam., Adam Vdsek, GJB Beroun, Martin Votechouvsky,
G Brno, t¥. Kpt. Jarose a Petr Zaoral, G Teplice.

Netplna feseni zaslali Martin Bryja, G Brno, tf. Kpt. Jarose a Petr
Karlik, G Praha 10, Vodéradska.

Uloha 292
Urcete v8echny dvojice (z,y) redlnych ¢isel, které vyhovuji soustavé
rovnic
sin(x + y) = cos(z — y),

cos(z +y) = sin(z — y). Jaroslav Svréek

Reseni. Pii feSeni této soustavy uzijeme nésledujici souctovou formuli:
Pro libovolnéa realna ¢isla « a § plati
sina — cos § =
a—(B+gm) a+(B+3m)
cos =
2 2
= 2sin(3(a— B) — 17) cos(2(a+ B) + im).

Prvni rovnici upravime do tvaru

= sina —sin(8 + §7) = 2sin

0 =sin(z +y) — cos(z — y) = 2sin(y — 1) cos(z + {m),

zatimco druhou
0 =sin(x —y) —cos(z +y) =
= 2sin(—y — 7) cos(z + Im) = —2sin(y + 17) cos(z + ).
Odtud plyne, ze:

a) bud cos(z + im) =0, tedy  + 27 = J7 + kn pro libovolné celé &islo k
a dvojice
(.T,’, y) = (%ﬂ- + km, y)
je TeSenim dané soustavy pro libovolné celé ¢islo k a libovolné redlné
¢islo vy,
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b) nebo soudasné sin(y — i7) = 0 a sin(y + 37) = 0. Z prvnf rovnice
existuje celé ¢islo [ tak, ze y — iﬂ' =lm, tedy y = Im + %ﬂ'. Dosazenim
do druhé rovnice ovSem dostaneme

sin(y + 17) = sin(lm + 37) = coslm = (—1)! £ 0.
V tomto pfipadé neexistuje zaddné realné reseni.
Zdvér. Resenimi dané soustavy rovnic jsou v8echny dvojice redlnych éisel

(z,y) = (37 + km,y),
kde k je libovolné celé ¢islo a y libovolné realné ¢islo.

Pozndmka. VSechny tupravy byly ekvivalentni, zkouska tak neni nezbytnou
soucésti reSeni.

Spravna feSeni zaslali Frantisek Jdachim z Volyné, Martin Bryja, G Brno,
t¥. Kpt. Jarose, Tomds Dejmek, G Kolin, Jana Fiserovd a Nikola Hrabal,
oba G Olomouc-Hejé¢in, Petr Karlik, G Praha 10, Vodéradska. Tereza Ku-
binovd, G Praha 9, Litoméricki, Lukds Nohejl, GLJ, Holesov, Jan Paloncy,
G éumperk, Mikolds Palouda, G éesky Krumlov, JiF Pre¢, GJAK Uhersky
Brod, Michal Rocek, SPS a VOS Liberec, Petr Stary, G Ceské Budgjovice,
Jirovcova, Piotr Szatan, II LO v Tarnovskych Horach (Polsko), Jan Pa-
vel Skoda, OG G a ZS Babice, Adam Visek, GJB Beroun a Petr Zaoral,
G Teplice.

Netplné feseni zaslal Karol Gajdos z Trnavy.

Pavel Caldbek
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