INFORMATIKA

Jednickovy obdélnik
(Ulohy z MO kategorie P, 48. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Pfi nasem putovani po zajimavych tlohach Matematické olympiady ka-
tegorie P (programovéni) se tentokrat vydame do velmi daleké historie a
ukézeme si jednu soutézni ulohu z krajského kola 38. ro¢niku MO. Tento
ro¢nik olympiady probihal ve Skolnim roce 1988/89, tedy jesté za socia-
listického Ceskoslovenska a navic v dobé, kdy kategorie P teprve Cerstve
vznikala. V té dobé u nas nebyly k dispozici osobni pocitace, takze za-
déni soutéznich tloh se nezachovalo v elektronické podobé a nenajdete
ho proto ani v archivu dloh na webu olympiaddy — tento archiv zacina az
42. ro¢nikem MO ve 8kolnim roce 1992/93. Museli jsme proto sdéhnout do
starého archivu ,,papirového*. Zadani tlohy uvadime bez aprav v ptivodni
historické podobé.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Je dano dvojrozmérné pole A (matice) velikosti n x m, jehoZ prvky
jsou pouze ¢&isla 0 nebo 1. Navrhnéte algoritmus, ktery v daném poli A
nalezne maximéalni ,,obdélnik” obsahujici samé jednicky (maximélni ve
smyslu ,,obsahujici co nejvic jednicek*). Vysledkem prace algoritmu bude
Ctvefice ¢isel 4, j, k, | takovych, Ze A;; je prvek v levém hornim rohu a
Ay, prvek v pravém dolnim rohu nalezeného maximalniho obdélniku.

Nagim tkolem tedy je nalézt v zadané matici nul a jedni¢ek co nej-
vEtsi souvisly obdélnikovy vyfez (podmatici), ktery bude tvofen pouze
jedni¢kami. Takovému obdélnikovému vyfezu budeme nadéle zkracené ¥i-
kat jednickovy obdélnik. Je to tloha pomérné snadna a nezaludna, kteréd
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nevyzaduje znalost zadnych pokrocilych algoritmt nebo datovych struk-
tur. Presto ale i pii feSeni takto jednoduché tlohy si miZzeme ukazat celou
fadu uziteénych postuptt a programovacich technik, které nam umozni
snizit ¢asovou slozitost vysledného programu. P¥i navrhu efektivniho algo-
ritmu byva ¢asto vyhodné vyuzit vhodny predvypocet — tedy nepracovat
pifimo se zadanymi vstupnimi daty, ale nejprve si je néjak vhodné upravit,
aby pak nasledny vlastni vypocet probihal rychleji. Ukazeme si postupné
nékolik rtznych zpisobi, jaky pfedvypocet mizeme zvolit.

V zadéani dlohy neni uvedeno, zda mame pocitat s ¢islovainim fadkt a
sloupcti matice A od 0 nebo od 1. Pro postup FeSeni tlohy to neni vibec
podstatné, nase volba se projevi pouze ve vysledku (posunuti vyslednych
hodnot indext 4, j, k, [ 0 1). V matematice jsme zvykl{ na ¢islovani fadkt
matice od 1 do n a sloupcti od 1 do m, proto se toho budeme drzet i
v TeSeni nasi ulohy. V soucasnych programovacich jazycich rodiny C (C,
C++, Java, C#) nebo ve stale uzivanéjsim Pythonu se ovSem vSechna pole
indexuji automaticky od 0. To nam nebude vadit, v programu si jednoduse
vytvofime pole s n+ 1 fadky a m + 1 sloupci a obsah zkoumané matice A
do néj ulozime az od fadku 1 a od sloupce 1. V fadku a ve sloupci s ¢islem
0 budou v naSem pracovnim poli ulozeny samé nuly, coz se ndm pii feSeni
bude dokonce obé¢as velmi hodit.

Pivodni zadani tlohy se také nijak nezminuje o situaci, kdy tloha nema
zédné FeSeni. To nastane v piipads, Ze zadani matice A obsahuje samé
nuly. Spravny program nesmi v takové situaci zhavarovat, musi ji spoleh-
livé detekovat a vypsat vhodny vysledek. V naSich programovych ukazkach
budeme v takovém pripadé misto souradnic levého horniho a pravého dol-
niho rohu nalezeného jednickového obdélniku vypisovat ¢tyfi nuly.

Po tvodnim rozboru situace se miazeme pustit do feSeni tlohy. Za¢neme
jako obvykle tim nejjednodussim postupem — mechanickym vyzkouSenim
v8ech moznosti. Budeme postupné zkoumat vSechny mozné obdélnikové
vyfezy matice A, zda jsou tvoreny samymi jednickami. Kdykoliv najdeme
obdélnik tvofeny samymi jednickami, porovname jeho velikost s velikosti
dosud nejvétsiho nalezeného jednic¢kového obdélniku a pokud je vétsi, ulo-
zime si jeho velikost a soutradnice. Kazdy obdélnikovy vyfez je uréen po-
lohou svého levého horniho rohu a pravého dolniho rohu. Levy horni roh
muzeme zvolit n - m zpusoby, pro kazdou takovou volbu zvolime pravy
dolni roh O(n - m) zptisoby, takZe celkem projdeme O(n? - m?) podmatic.
Kazdy zvoleny obdélnik projdeme a zkontrolujeme v ¢ase O(n-m). Celkova
¢asova slozitost tohoto primitivniho feeni je tudiz O(n® - m?).
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n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print ("Matice 0/1 po tradcich:")
a = [[0] * (m+1)]
for r in range(n):
a.append([0] + [int(_) for _ in input().split(1])

def test(a, i, j, k, 1):
# kontrola obdélnika ali] [j] - alk][1] na samé 1
for x in range(i, k+1):
for y in range(j, 1+1):
if alx][y] == 0:
return False
return True

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovjch vjrezl matice a
max_p = O
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(1l, n+1):
for j in range(1l, m+1):
for k in range(i, n+1):
for 1 in range(j, m+1):
plocha = (k-i+1)*(1-j+1)
if plocha > max_p and test(a, i, j, k, 1):
max_p = plocha
max_i, max_j, max_k, max_1l =1, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Vyrazna neefektivita uvedeného feSeni je zptisobena zejména tim, ze
mnohé obdélnikové vytezy se ruzné piekryvaji. My ovSem kazdy z nich
zv1ast prochéazime a testujeme jeho prvky, zda se rovnaji nule, i kdyz jsme
stejnou kontrolu jiz provedli v rdmci testovani jiné podmatice. Pokusime
se tedy odstranit tento problém s opakovanym testovanim prvki zadané
matice.

Jednou moznosti zrychleni vypoctu je pouzit tzv. prefixové souéty. S pre-
fixovymi soucty se v programovani setkdvame zejména u tuloh pracujicich
s Ciselnymi posloupnostmi, kde i-ty prefixovy soucet posloupnosti predsta-
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vuje soucet prvnich ¢ ¢lenti posloupnosti. V tlohéch s maticemi obvykle
vyuzivame dvourozmérnou variantu prefixovych souéti. K ptvodni ma-
tici A si vytvorime druhou matici B stejné velikosti, v niz prvek B, , bude
udéavat soucet vSech ¢isel lezicich v matici A v obdélniku s levym hornim
rohem na pozici 1, 1 a pravym dolnim rohem na pozici z,y. UkdZeme si to
na jednoduchém piikladu:

matice A matice B
1 1 0 0 1 1 1 2 2 2 3 4
0 1 1 0 1 1 1 3 4 4 6 8
1 1 1 1 1 0 2 5 7 8 11 13
1 0 0 1 1 1 3 6 8 10 14 17
1 1 1 1 1 0 4 8 11 14 19 22

Nejprve popiSeme, jak lze popsanou matici dvourozmérnych prefixovych
soucti B efektivné sestrojit. V8echny prvky v fadku 0 a ve sloupci 0 budou
z technickych davodi opét nulové. Prvky matice B budeme poéitat po-
stupné po fadcich od 1 do n, kazdy fadek prochézime vzdy zleva doprava
po sloupcich od 1 do m. Hodnotu B, , uréime podle vztahu

Byy = Asy+ Bo—1y+ Boy-1— Ba1,y-1.

Vzhledem ke zvolenému potradi vypoctu se tak v kazdém okamziku odka-
zujeme pouze na hodnoty matice B, které jsme jiz spocitali diive. Pokud
néktery z uvedenych prvki matice B neexistuje, nahradime jeho hodnotu
ve vzorci nulou. V programu k tomu vyuzijeme skutecnost, ze prvky ma-
tice lezici v fadku 0 a ve sloupci 0 maji hodnotu 0. Nakreslete si sami
schéma matice a vyznacte si v ném oblasti, s nimiz ve vzorci pracujeme.
Uvedeny vztah je zaloZzen na tzv. principu inkluze a exkluze, ktery zname
z diskrétni matematiky. Po se¢teni

Aac,y + Bm—l,y + B:c,y—l

jsme oblast B,_1 ,_1 zapocitali do sou¢tu B, , dvakrat, a proto ji musime
zase jednou odecist. Kazdy prvek matice B jsme spocitali v konstantnim
Case, takZe sestrojeni celé matice B mé asymptotickou ¢asovou slozitost
O(n - m).

Budeme-li mit k dispozici popsanou matici B, s jeji pomoci dokaZzeme
zkontrolovat kazdy obdélnikovy vyfez matice A v konstantnim case. Vy-
uzijeme pii tom skuteénost, Ze soucet vSech prvki obdélnikového vytezu
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matice s hodnotami 0 nebo 1 je roven poc¢tu jednic¢ek obsazenych v tomto
vytezu. Obdélnik proto obsahuje samé jednicky pravé tehdy, kdyz je soucet
vSech jeho prvki roven jeho velikosti. Uvazujme obdélnikovy vyfez s levym
hornim rohem A; ; a pravym dolnim rohem Ay ;. Soucet vSech jeho prvki
snadno spoc¢itame jako

By — Brj—1— Bi—1;+ Bi—1j-1.

Opét jsme zde vyuzili jiz zminény princip inkluze a exkluze a dvakrat
odec¢tenou oblast B;_1 ;_1 jsme zase zpatky jednou pficetli. Obdélnik je
tvofen samymi jedni¢kami, pokud je soucet jeho prvki roven jeho velikosti,
tedy hodnoté (k—i+1)-(I—j+1).

Stejné jako v prvnim Feseni postupné projdeme viech O(n?-m?) obdélni-
kovych vyfezi zadané matice A. Kazdy z nich tentokrat ale zkontrolujeme
v konstantnim Case, takze celkova ¢asové slozitost takto vylepSeného feSeni
je O(n?-m?). Do vysledné asymptotické asové slozitosti je tieba zapoéi-
tat jests slozitost vypoftu pomocné matice B, ale ta je pouze O(n-m) a
vyslednou slozitost tedy nijak neovlivni.

Ukazkovy program je piimou implementaci popsaného postupu. Pro
zjednoduseni kodu a pamétovou tisporu zde dvourozmérné prefixové soucty
prvki zadané matice A ukladdme primo do matice A, protoze puvodni
zadané hodnoty matice A nebudeme jiz v dalsim vypoctu potiebovat.

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po tradcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()])

def soucet(a):
# dvourozmérné prefixové soulty matice a
for x in range(1l, n+1):
for y in range(1l, m+1):
alx] [yl += alx-1][yl+alx][y-1]-alx-1][y-1]

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezl matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
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for i in range(l, n+1):
for j in range(1, m+1):
for k in range(i, n+1):
for 1 in range(j, m+1):
plocha = (k-i+1) * (1-j+1)
pocetl = al[k][1] - alk]l[j-1] - ali-11[1] \
+ ali-1]1[j-1]
if plocha > max_p and pocetl == plocha:
max_p = plocha
max_i, max_j, max_k, max_1l =1, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

soucet (a)
print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Nyni si predvedeme jiny postup FeSeni s odlisSnym predvypocétem, ktery
nas dovede k jesté rychlejsimu programu. V ivodnim pomocném vypoctu
si spocitadme délky souvislych sloupct jedni¢ek v matici A a uloZime si je do
matice B. Jestlize A, , = 0, polozime také B, , = 0. V opa¢ném piipadé
bude hodnota B, , = ¢ znamenat, Ze prvek A, , a dalich pfesné ¢ — 1
prvki matice A pod nim maji hodnotu 1. Uvedeny pfedvypocet muzeme
demonstrovat na nasledujicim piikladu:

matice A matice B
11 0 0 1 1 1 3 0 0 5 2
0O 1 1 0 1 1 0 2 2 0 4 1
11 1 1 1 0 311 3 3 0
1 0 0 1 1 1 2 0 0 2 2 1
11 1 1 1 0 11 1 1 1 0

Matici B sestrojime po jednotlivych sloupcich. KaZzdy sloupec matice A
prochéazime zdola nahoru, nula se do matice B jednodusSe opiSe, zatimco
jednic¢ka se pfi prenosu do matice B zvysi o hodnotu, ktera lezi v matici
B bezprostredné pod ni. Kazdy prvek matice B takto spocitame v kon-
stantnim case, takze sestrojeni celé matice B mé asymptotickou ¢asovou
slozitost O(n - m).

Zbyva ukazat, jak nyni vyfeSime zadanou tlohu pomoci hodnot ulo-
zenych v matici B. V matici B je nenulovy prvek pravé na téch mistech,
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kde je v matici A jedni¢ka. Chceme tedy projit vechny obdélnikové vytezy
matice B tvorené pouze nenulovymi prvky a vybrat z nich ten nejvétsi. Po-
dobné jako v pfedchozich dvou FeSenich budeme zkoumat vSechny mozné
pozice levého horniho rohu obdélniku, kterych je n - m. Pro kazdy levy
horni roh ale nebudeme zkouSet vSechny mozné pravé dolni rohy, nybrz
pravé horni rohy. Téch je jenom O(m), protoze fadkova soufadnice pra-
vého horniho rohu je jiz urcena volbou levého horniho rohu. Prvek B; ;
muze byt levym hornim rohem jednic¢kového obdélniku pouze tehdy, kdyz
B;; > 0. Prvek B;; miZe byt pravym hornim rohem jednickového ob-
délniku s levym hornim rohem B; ;, jsou-li kladné vSechna ¢isla B; , pro
y=g,7+1,...,1L

Velikost maximélniho obdélniku, ktery je v puvodni matici A tvofen
samymi jednickami a ktery ma levy horni roh A; ; a pravy horni roh A;,
nyni jiz snadno uréime pomoci hodnot uloZzenych v matici B. Tento obdél-
nik ma §ifku [ — j + 1 uréenou polohou obou jeho hornich rohti. Jeho vyska
je ur€ena minimem z hodnot B; , pro y = j,j +1,...,1, nebot pfesné tak
byly hodnoty matice B definovany.

Jiz jsme ukazali, Ze pocet zpusobi volby obou hornich roki jednicko-
vého obdélniku je O(n-m?). Kdybychom pro kazdou takovou volbu hledali
minimum z hodnot B; , zvlast, museli bychom k tomu provést az O(m)
operaci a celkové ¢asova sloZitost by se tim zhorgila na O(n-m?). Pot¥ebny
vypocet minima, neboli uréovani vysky maximalniho jedni¢kového obdél-
niku, miZeme ovSem provadét prubézné zaroven s volbou indexu [. Tim
doséhneme vysledné asymptotické casové slozitosti celého fegeni O(n-m?).

V ukézkové programové implementaci pravé popsaného fesSen{ jsme opé&t
provedli pfedvypocet piimo v zadané matici A. USetiime tak dodate¢nou
pamét potfebnou na pomocnou druhou matici B. Pivodni hodnoty matice
A nebudeme jiz v dalsim vypoétu potFebovat a navic by ani nebylo tézké
obnovit je, kdybychom snad chtéli (sta¢ilo by nahradit v8echny nenulové
prvky matice jednickami).

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po Ffadcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()])

def soucet(a):
# sloupcové polty jedniek pod prvkem v matici a
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for y in range(l, m+1):
for x in range(n-1, 0, -1):
if alx]ly] ==
alx] [yl += alx+1] [y]

def obdelnik(a):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezl matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(1l, nt+1):
for j in range(1l, m+1):
vyska = al[i] [j]
for 1 in range(j, m+1):
if alil[1] == 0: break
vyska = min(vyska, ali][1])
plocha = (1-j+1) * vyska
if plocha > max_p:
max_p = plocha
k =1+ vyska -1
max_i, max_j, max_k, max_1 = 1i, j, k, 1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

soucet (a)
print ("Maximdlni jednilkovy obdélnik:", *obdelnik(a))

Pravé popsany predvypocet délek souvislych sloupci jednic¢ek v ma-
tici A bychom mohli samoziejmé provést také symetricky na fadky matice.
Pokud v celém feSeni zaménime fadky a sloupce, dostaneme analogicky
postup s asymptotickou asovou slozitosti O(n? - m). Z obou variant si
miiZzeme vybrat tu ¢asové vyhodnéjsi podle toho, zda je vétsi n nebo m,
tj. zda méa zadan& matice A vice fadka nebo sloupcti. Timto doplnénim
ziskdme jest€ o néco lepsi feseni s ¢asovou slozitosti O(n - m - min(n, m)).

S postupnym vylepSovanim FeSeni ale stale jeSté nejsme u konce. Mozné
vas prekvapi, Ze naSe tloha ma jesté rychlejsi feSeni. K vyhledavani jed-
nic¢kovych obdélnikii v matici oviem musime pfistoupit trochu jinym zpu-
sobem — misto zkouSen{ jejich rohti budeme ted vyhledavat jejich strany.

Maximalni obdélnik tvofeny samymi jednickami se vyznacuje tim, Ze
kazda jeho strana sousedi s né&jakou nulou (nebo je na okraji celé matice).
V opacném piipadé by totiz takovy jednickovy obdélnik nebyl maximalni,
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jeho stranu by bylo mozné posunout smérem , ven* a tim obdélnik zvétsit.
Chceme-li tedy nalézt levou stranu maximéalniho jednickového obdélniku,
sta¢i vyhledavat v matici A jednicky, které zleva sousedi s nulou.

Nez si popiSeme cely algoritmus, pfipravime si opét vhodny predvypo-
¢et. Bude podobny jako v pfechozim feSeni, kde jsme si ke kazdé jednicce
v matici A spocitali, kolik dalsich jednic¢ek lezi bezprostfedné pod ni. Tyto
idaje jsme si ulozili do matice B. Tentokrat pouZijeme tuplné stejnou ma-
tici B a kromé ni si zavedeme je$té druhou pomocnou matici C', v niz si
obdobnym zpiisobem pro kazdou jedni¢ku spocitame, kolik jednicek lezi
ve sloupci matice A souvisle nad ni. Opét si to predvedeme na stejném
konkrétnim piikladu:

matice A matice B matice C
110011 13005 2 110011
011011 022041 021022
111110 311330 132130
100111 200 2 21 200241
111110 111110 311350

Matici C' sestrojime po jednotlivych sloupcich analogicky, jako jsme to
délali v pfedchozim feSeni s matici B. Kazdy sloupec matice A prochazime
shora doli, nula se do matice C' jednoduSe opiSe, zatimco jednicka se pii
prenosu do matice C' zvysi o hodnotu, ktera lezi v matici C' bezprostifedné
nad ni. Kazdy prvek matice C' tak spoc¢itame v konstantnim cCase, takze
sestrojeni obou matic B a C' ma asymptotickou ¢asovou sloZitost O(n-m).

Zbyvéa popsat vlastni algoritmus feSeni tilohy. Budeme prochézet matici
A postupné po Fadcich zleva doprava a budeme hledat situaci, kde se na-
chézeji vedle sebe na fadku 0 a hned za ni 1. Na levém okraji maximéalni
jednickové podmatice nutné musi lezet prvek A; ; = 1 s takovouto vlast-
nosti. Budeme od néj postupovat po faddku matice smérem doprava, dokud
nenarazime na nulu nebo na pravy okraj matice. Pro kazdy prvek 4;; =1,
pfes ktery budeme takto prochézet, uré¢ime maximéalni jednickovy obdél-
nik s levym okrajem ve sloupci j a pravym okrajem ve sloupci [. Vysku
takového obdélniku smérem dolt i nahoru spocitdme pomoci hodnot pii-
pravenych v maticich B a C. Pfi tomto vypoc¢tu postupujeme obdobné
jako v predchozim feSeni.

Asymptoticka ¢asova slozitost tohoto naseho feSeni je pirekvapivé pouze
O(n -m). Jiz jsme ukazali, Ze pocateéni vypofet pomocnych matic B a C
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mé slozitost O(n - m). Nasledné hledani maximalni jedni¢kové podmatice
je pak sice tvoreno tfemi do sebe vnofenymi cykly, ale oba vnitini cykly
spolec¢né provadéji pouze jeden prichod fadkem matice délky m, zatimco
vnéjsi cyklus prochazi pres fadky matice a ma tedy délku n. KdyZz na
radku prochazime souvisly tsek sousedicich jedni¢ek, nemiZzeme pfi tom
minout zadnou jedni¢ku sousedici zleva s nulou. AZ po skonéeni tohoto
useku budeme na fadku hledat dalsi jednicku nésledujici po nule.

Zavéretna programové ukazka je pfimou implementaci posledniho uve-
deného algoritmu. Stejné jako v predchozim programu ani zde matici B ve
skute¢nosti nepotfebujeme a jeji hodnoty si miizeme ulozit pfimo do pu-
vodni matice A. Pro idaje z druhé pomocné matice, kterou jsme v rozboru
algoritmu oznadili jako C', jiz ale druhou datovou strukturu potfebovat bu-
deme.

n, m = (int(_) for _ in input("Rozméry matice: ").split())
print("Matice 0/1 po tradcich:")

a = [[0] * (m+1)]

for r in range(n):

a.append([0] + [int(_) for _ in input().split()]1)

def soucet_pod(a):
# sloupcové polty jednicek pod prvkem v matici a
for y in range(1l, mt+1):
for x in range(n-1, 0, -1):
if a[x][y] == 1:
alx] [yl += alx+1] [y]

def soucet_nad(a):

# sloupcové polty jednicek nad prvkem v matici a
c = [[0] * (m+1)]
for x in range(1l, n+1):

c.append([a[x] [y] for y in range(m+1)])
for y in range(1l, m+1):

for x in range(2, n+1):

if clx]ly] == 1:
c[x] [yl += clx-1][y]

return c
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def obdelnik(a, c):
# zkouSeni vSech obdélnikovych vyrezld matice a
max_p = 0
max_i, max_j, max_k, max_1 = 0, 0, 0, O
for i in range(l, n+1):
j=1
while j <= m:
if alil[j-1] == 0 and alil([j]l > O:
vyska_pod = a[i][j]
vyska_nad = c[i] [j]
1=
while 1 <= m and a[i][1] > O:
vyska_pod = min(vyska_pod, al[i][1])
vyska_nad = min(vyska_nad, c[i][1])
plocha = (1-j+1) * \
(vyska_pod + vyska_nad - 1)
if plocha > max_p:
max_p = plocha
max_i = i - vyska_nad + 1
max_j = j
max_k = i + vyska_pod - 1
max_1 =1
1 +=1
j=1
j+=1
return max_i, max_j, max_k, max_1l

¢ = soucet_nad(a)
soucet_pod(a)
print ("Maximdlni jednickovy obdélnik:", *obdelnik(a, c))
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