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Ciselné posloupnosti
a véseni zaclon

KAREL PAZOUREK

Gymnéazium Tfebon

V tomto ¢lanku popiSeme zajimavou tlohu (inspirovanou redlnou si-
tuaci), kterou vyfesime vyuzitim nékterych znadmych faktt tykajicich se
¢iselnych posloupnosti a dale znalosti souc¢tu nékolika prvnich ¢lend geo-
metrické posloupnosti.

Zadani tlohy je nésledujici: Chceme povésit zaclonu tak, aby hdcky,
na nichZ zaclona vist, byly rozmistény v pravidelngch rozestupech. Kolik
hdcki muzZeme pouzit?

1. Jak vésime zaclony

Prirozeny zptisob véseni zaclon je nasledujici:

V prvnim kroku povésime ziclonu v obou krajnich cipech (obr. 1,
vlevo), potfebujeme k tomu 2 hacky. Ve druhém kroku piiddme jeden
hécek uprostied (obr. 1, uprostied), pouzili jsme tak celkové 3 hacky.

Matematika — fyzika — informatika 22 2013 329



V dalsich krocich vzdy kazdy oblouk zaclony pfiddnim jednoho hacku
rozptlime, dostaneme tak z kazdého oblouku vzdy dva shodné mensi ob-
louky. Kolik hacku je potieba?

Obr. 1

Ozna¢me h,, pocet hacka pouzitych v n-tém kroku. Kazdy oblouk
zaclony mé vzdy jeden hacek vlevo, navic jeden hacek musime zapocitat
za pravy krajni cip zaclony. Pocet ,levych“ hackt uvazovanych oblouki
se v kazdém kroku zdvojnasobi. Jestlize v n-tém kroku bylo pouzitych ,le-
vych* hackd h, —1, v (n+1)-nim kroku jich bude 2(h,,—1) = 2h,, —2. Pro
pocet hacki h,, 1 pouzitych v (n+1)-nim kroku tak dostavame rekurentni
vztah

hnt1 = (2h, —2)+1=2h, — 1. (1)

Posloupnost (hy,),—, je tedy definovéna rekurentné vztahy
h1 =2, hpy1 = 2h, —1 pro kazdé n prirozené.

Prvnich devét ¢lenti této posloupnosti je uvedeno v nasledujici tabulce:

E 1123|456 | 7| 8|9
he | 213 5(9]17 33|65 | 129 | 257

2. Odvozeni vzorce pro n-ty ¢len pomoci rekurentniho vztahu

Vypisme si vztahy pro ¢leny h,, hyn—1, hn—2, ..., h3, ho a hy uvazované
posloupnosti
hp = 2hp_1 — 1,
hpn—1 = 2hp2 —1,
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hpn—o = 2hp_3 — 1,

hy = 2hs — 1,

hy = 2hy — 1,
hy = 2.

Sectenim vysSe uvedenych rovnosti dostaneme
hy + b1+ hp—o+...+hs+has+h; =

=2(hp—1+hp—o+thys3+...4+ha+h)+2—(n—-1),
tedy

n—1 n—1
hn+ > he =2 hy—n+3,
k=1 k=1

a po snadné upravé pak

n—1
hn =Y hr—n+3. (2)
k=1

Ke stanoveni hodnoty h,, 1ze vSak pouzit také nasledujici postup: Dru-
hou rovnost uvazovaného systému vyse uvedenych rovnosti vynasobime
islem 2, tieti 22, étvrtou 23, atd., az predposledni rovnost vynasobime
2"~2 a posledni z nich ¢islem 2"~ !. Dostaneme tak

hon = 2hp—1 — 1,
2-hp1 = 22 “hp_o — 2,
22 ' hn—2 = 23 . hn—?) - 22a

27173 . h3 — 2n72 . hg _ 271737
27’l—2 . h2 — 211—1 . hl _ 2?’1,—2,
2"t by = 2%,

Sectenim vsech téchto rovnosti dostaneme po snadné tpraveé

By =2" —(14+2+22 ...+ 2773 4 2" %), (3)
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Vyraz v zévorce na pravé strané ve vztahu (3) predstavuje soucet n — 1
¢lent geometrické posloupnosti s kvocientem 2 a prvnim ¢lenem 1. Uzitim
znamého vzorce pro soucet prvnich n — 1 ¢lenti geometrické posloupnosti
tak obdrzime

hp=2"—"——=2"—2""1y1=2""141

Explicitn{ vyjadfeni (pfedpis) pro n-ty ¢len zkoumané ¢iselné posloupnosti
(hn)o, je tedy h, =271 + 1.

3. Pfimy vypocéet vzorce pro n-ty ¢len

V této ¢asti odvodime formuli pro pocet hackta v n-tém kroku pfimym
vypoctem, tj. bez pouziti rekurentniho vztahu. Zaméfme se na pocet ob-
loukt, které tvori zaclona mezi dvéma sousednémi hacky v jednotlivych
krocich. V prvnim kroku je oblouk jediny, v dalsich krocich se jejich po-
¢et vzdy zvojnéasobuje. Jedna se tedy o posloupnost 1, 2, 4, 8, 16, ...,
ktera je tvofena mocninami dvojky. Jeji n-ty ¢len je tedy 2"~!. Pfitom
v kazdém kroku je pocet hackt o 1 vétsi nez pocet obloukt. Tudiz pocet
hackd v n-tém kroku je

hy, =2""1 4+ 1.

Tento postup je vyrazné kratsi a soucasné technicky méné narocny.
Zjednoduseni spociva v prechodu k vypoétu (vyjadreni) kvalitativné jiné
hodnoty, jez je s hledanym poc¢tem h,, spjata jednoduchym vztahem. Do-
kazali jsme tak dvéma odliSnymi zpisoby nasledujici tvrzeni.

Véta

Pro libovolné pfirozené ¢islo n plati: Pocet h,, pouzitych hackua pfi ve-

Seni zaclony popsanym (béZnym) zptisobem v n-tém kroku je dan vztahem

By =271 41, (4)

4. Uziti principu matematické indukce

Tvrzeni ptfedeslé véty lze dokazat také uzitim principu matematické
indukce vzhledem k n.

(i) Pro n =1 dané tvrzeni plati, nebof evidentné hy =2 =21"1 + 1.
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(ii) Pfedpoklddejme, ze dané tvrzeni plati pro urcité n = k p¥irozené, kde
k > 1. Ukazeme, ze plati i pro n = k+ 1. Predpokladejme, ze hledany
pocet hacktl v k-tém kroku je hy = 2°~! 4 1. Vzhledem k tomu, Ze se
v kazdém kroku pocet hackt zdvojnasobi a soucasné se tato hodnota
zmensi o 1 (jednd se v podstaté o vyuziti rekurentniho vztahu (1)),
plati pro pocet hacki v (k + 1)-tém kroku

hpyr =2h, —1=22F141)—1=2F 1.
Tim jsme ovérili, Ze uvedeny vztah plati i pron =k + 1.

Soucasnym vyuzitim kroku (i) a (ii) jsme tak dokazali (uzitim principu
matematické indukee) platnost vztahu (4).

n
5. Vypocdet souctu th
k=1
Ze vztahu (2) bezprostfedné plyne
n—1
th:hn+n—3= 2" '+ 1)+n—3=2""14n-2.
k=1
Ke stejnému vysledku dospéjeme i bez pouziti vztahu (2). Posta¢i ndm
k tomu znalost odvozeného vzorce pro n-ty ¢len posloupnosti ()., a

dale znalost souctu nékolika prvnich ¢lenti geometrické posloupnosti. Plati
tak

n—1

th =hi+hy+ths+...+h, 1=
k=1

=2+ D)+R D2+ D)+ (2721 =
=20 +2t 422+ 2" ) kn—1=

_ 2n—1 -1

= ﬁ—i—n—l:Q”_l—l—n—Q

Chceme-li stanovit soucet prvnich n ¢lentt posloupnosti (hy,), -, piejdeme

v odvozené rovnosti od n—1 k n. Dostaneme tak pfimo formuli pro soucet
prvnich n ¢lend uvazované posloupnosti, kde

n
> hp=2"+n—1
k=1
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Na zavér uvadime pro zajemce nasledujici lohu, kterd je zobecnénim
ulohy vyresené v tomto prispévku. Vyjdéme ze situace, kdy zaclona je uz
v prvnim kroku zavésena na nékolika haccich, z nichz kazdé dva sousedni
jsou od sebe stejné vzdaleny.

Priklad

oo

Najdéte rekurentni zadani a vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti (h;,), ",

poctu hackt, jestlize

a) hj =4 (viz obr. 2),

Obr. 2

b) h} = p, kde p je libovolné pfirozené ¢islo.
Ovérte dale, Ze pokud za p zvolime tzv. Fermatovo ¢islo, tj. prirozené ¢islo

tvaru 22" + 1, viz napf.[1], obdrzime podposloupnost zkoumané posloup-
nosti (hy,) -

n=1"
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