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Brazilska ¢isla a prvocisla
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Prirodovédecka fakulta MU, Brno

V ¢lanku se budeme vénovat namétu, ktery pochazi z 9. Iberoamerické
matematické olympiddy. Ta se konala v zari 1994 v brazilské Fortaleze a
jedna ze soutéznich tloh tehdy méla nésledujici zadani.

Prirozené cislo n nazveme ,brazilskym®, pokud ve vhodné poziéni sou-
stavé o zdkladu z, kde 1 < z < n —1, md ¢islo n zdpis sloZenyj ze stejnijch
cislic. Dokazte, Ze ¢islo 1994 je brazilské, zatimco ¢islo 1993 brazilské neni.

Text tlohy doplime prozatim pouze jednim vysvétlenim: Brazilské je
napiiklad ¢islo 2000, protoze ma v soustavé o zakladu 7 zapis slozeny ze
CtyT pétek. Plati totiz

570 4+5-724+5.- 7" +5.7° =1715+ 245+ 35+ 5 = 2- 10°.

Pozi¢né to zapisujeme rovnosti (5555)7 = 2000, kde napravo jsme v zapise
(2000)1¢ jako obvykle vynechali zaklad z = 10.

Pred vlastnim matematickym posouzenim brazilskych ¢éisel uvedme né-
kolik poznamek k jejich 30leté historii. Ulohu do soutéze v roce 2024 ne-
navrhla Brazilie, nybrz Mexiko. Namisto piivlastku ,brazilské“ bylo ve
Spanélském origindlu zadani uvedeno slovo ,sensato® (¢esky ,rozumné,
praktické®). Termin ,brazilské“ poprvé uzili autofi Pierre Bronsztein a
Johan Yebbou ve své sbirce olympiadnich dloh Hypermath (120 exercises
dehaut vol), Editions Vuibert (2001). Jeji francouzské ¢tenafe téma bra-
zilskych tloh zaujalo natolik, Ze k nému vytvorili samostatnou sekci na

O)Tento &lanek vznikl na zakladé autorova vystoupeni pii slavnostnim zahajenf
ustfedniho kola (111)g. ro¢niku Matematické olympiady v éesk}’/ch Budgjovicich na
jafe 2024. Autora k nému inspiroval ¢lanek Les nombres brésiliens, ktery napsal Ber-
nard Schott pro &islo 76 (duben—¢erven 2010) francouzského Casopisu Quadrature.
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internetovém féru www.Les-Mathematiques.net. K vyzkumu brazilskych
¢isel se brzy pripojili matematikové dalsich zemi. Vyznam dosahovanych
vysledki se ¢asem projevil i tim, Ze se brazilska ¢isla objevila na prestiznich
strankadch The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences,atoV je-
jich sekcich A125134, A053696, A085104 a A220627.

Nas vyklad vlastnosti brazilskych ¢isel zahdjime tim, Ze jejich definici
z tvodni tlohy pro prehlednost a jasnost zopakujeme ve formélnéjsi po-
dobé.

Definice
Prirozené ¢islo n nazveme brazilskijm, pokud existuji cela ¢isla ¢ a z,

které spliiuji nerovnosti 0 < ¢ < z < n—1, pficemz pro vhodné celé ¢islo k
plati rovnost

n=c et 4 ez te, zkracend n = (cc...c)..
——
k

Brazilskému ¢islu, které je prvocislo, budeme fikat brazilské prvocislo.

Zdtraznéme, ze zatimco vyznam nerovnosti 0 < ¢ < z je v podané de-
finici zFejmy (c je totiz nenulova &islice v pozi¢ni soustavé o zakladu z),
dopliujici nerovnost z < n — 1 vyluc¢uje piipad rovnosti z = n — 1. Kdy-
bychom ji v definici pFipustili, kvili trividlni rovnosti n = (11),,—1 bychom
dosli k zavéru, ze brazilské je kazdé celé ¢islo n vétsi nez 2.

Snadnym experimentovanim (totiz vypoctem ,malych® ¢isel (cc...c),
postupné pro z = 2,3,4,...) lze ovéfit, Ze vSechna brazilska ¢isla mensi
nez 150 tvoii ,netaplnou” tabulku 1 o rozmérech 15 x 10.")

Jaké mozné zavéry sestavena tabulka naznacuje? VSimnéme si, ze ta
¢isla od 7 do 149, ktera v tabulce chybéji, jsou

9,11,17,19,23,25,29, 37, 41,47, 49, 53, 59, 61, 67, 71, 79
83,89,97,101, 103,107, 109, 113, 131, 137, 139, 149.

Vidime, Ze tato (ne brazilska) ¢isla jsou prvocisla az na &sla 9, 25 a 49,
kterd jsou druhymi mocninami prvocisel 3, 5, resp. 7. Sest prvocisel 7,
13, 31, 43, 73, 127 spolu s druhou mocninou 112 = 121 v8ak v tab. 1
nechybi (jde tedy o sedm brazilskych ¢isel). Tato pozorovani jsou ve shodé
s nasledujicimi dvéma tvrzenimi, ktera uvedeme i s jejich dikazy.

1) Napfiklad &slo 80 méa dokonce pé&t vyhovujicich zapisii: (2222)3, (88)9, (55)15,
(44)19, (22)30.
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7 8
10 12 13 14 15 16 18
20| 21 22 24 26 27 | 28
30 | 31 32| 33| 34| 35| 36 38 | 39
40 42 | 43| 44| 45| 46 48
50 | 51 92 54 | 55 96 o7 | 58
60 62| 63| 64| 65| 66 68 | 69
70 72 73 41 75 76 7| T8
80 | 81 82 84| 8 | 8 | 87| 88
90 | 91 921 93| 94| 95| 96 98 | 99
100 102 104 | 105 | 106 108
110 | 111 | 112 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119
120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 | 128 | 129
130 132 | 133 | 134 | 135 | 136 138
140 | 141 | 142 | 143 | 144 | 145 | 146 | 147 | 148

Tabulka 1: Brazilska ¢isla mensi nez 150

Véta 1
Vsechna suda ¢&isla vétsi nez 6 jsou brazilska.

Diikaz. Kazdé sudé n > 6 je tvaru n = 2k, kde £k > 4 je sudé. Proto
vyjadieni
n=2k=2k—-1)4+2=(22)k_1

s ohledem na nerovnosti 2 < k — 1 < 2k — 1 = n — 1 vede k zavéru, ze
¢islo n je skute¢né brazilskeé.

Véta 2
Vsechna licha ¢fsla vétsi nez 5 jsou brazilska kromé nékterych prvoéisel
a nékterych druhych mocnin prvoéisel.

Drikaz. Piedpokladejme, zZe liché ¢islo n > 5 neni ani prvoéislo, ani druha
mocnina prvocisla. Ozna¢me p nejmensi prvocinitel &isla n, takze plati
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n = pk, kde obé ¢&isla p, k jsou licha a pritom p < k, tudiz p < k — 1. Nyni
vyjadieni

n=pk=pk—1)+p=(pp)r
s ohledem na nerovnosti p < k —1 < pk — 1 =n — 1 znamena, ze ¢islo n
je skutecné brazilské.

Dokéazané véty 1 a 2 znamenaji, ze k popisu v8ech brazilskych ¢isel zu-
stdva nevyfeSenou ,jen“ tato otazka: Ktera &isla p a ktera &isla p? jsou
brazilské, probiha-li p mnozinu vSech prvodéisel? Piekvapiva odpovéd pro
¢isla p? uz je znama, jeji dikaz pro znaénou naroénost postupu viak neu-
vedeme.

Véta 3

Jediné prvoéislo p takové, ze p? je brazilské &islo, je p = 11.

K vété 3 jen dodejme, Ze je soucasti hlubokého vysledku norského ma-
tematika Trygve Nagella z roku 1921 o feSeni rovnice

x2:1+y+y2+...+yk_1

v oboru celych &isel z > 1, y > 1 a k > 2. Nagell dokazal, Ze jedina dvé
FeSeni (x, y, k) jsou trojice (11, 3,5) a (20,7, 4), které odpovidaji rovnostem
112 = 121 = (11111)3 a 202 = 400 = (1111);.

Ve zbytku naseho pifispévku se uz budeme zabyvat pouze brazilskymi
prvodisly. Nejprve predstavime ta z nich, ktera nepievysuji 1000, i s jejich

potfebnymi vyjadienimi.”)

7= (111), 211 = (111)14

13 = (111)s 241 = (111)15

31 = (111)s 307 = (111)7

43 = (111)g 421 = (111)20

73 = (111)s 463 = (111)01

127 = (1111111); 601 = (111)2

157 = (111)1 757 = (111)27

2) Ostatni brazilska prvocdisla mensi nez 20 000 jsou 1093, 1123, 1483, 1723, 2551, 2801,
2971, 3307, 3541, 3907, 4423, 4831, 5113, 5701, 6007, 6163, 6481, 8011, 8191, 9901,
10303, 11131, 12211, 12433, 13807, 14281, 17293, 19183, a 19531. To naznacuje, zZe
brazilska prvocisla nachazime mezi vSemi prvocisly 2, 3, 5, 7, 11, ... pomérné vzacné.
Presnéji to dale vystihneme vétou 5.
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Neni nahoda, Ze ve vyjadfenich p = (cc...c), vSech téchto prvocisel p
je &islice ¢ rovna 1: Cislo (cc...c), je totiZ c-nasobkem éisla (11...1),,
takze v pfipadé ¢ > 1 nemtze jit o prvocislo. Brazilska jsou tedy praveé
prvodisla vyjadiena pro vhodné z > 1 zépisem (11...1), s vice neZ dvéma
jednickami.

Nejvétsimu zajmu matematiki se uz déavno tési skupina brazilskych
prvodisel (11...1), s nejmensim zakladem z = 2. Jde zfejmé o prvodisla
tvaru 2% — 1, ktera po vice nez 300 let nesou nazev Mersennova. Jejich sou-
vislost s dokonalymi ¢isly objevil uz Eukleides. Druhou pfi¢inou zajmu
je skutec¢nost, Ze pravé pro ¢isla tvaru 28 — 1 existuji specialni rychlé me-
tody testovani jejich prvociselnosti. Proto také vSechna rekordné velka,
v poslednich desetiletich objevovana prvoéisla jsou Mersennova.®)

O mnoziné vSech brazilskych prvocislech toho dosud piili§ nevime. Svéd-
¢ o tom nésledujici trojice zajimavych otazek, na které matematikové
dosud marné hledaji odpovédi.

e Je brazilskych prvocisel nekoneéné mnoho, jako je vSech prvocisel?

e Existuje pro kazdy zaklad z vétsi nez 1, ktery neni druhou ani vyssi
mocninou celého &sla, prvocislo se zapisem (11...1), o vice nez dvou
jednic¢kach?

e Jsou 31 a 8191 jedin& dveé prvocisla, ktera maji ve dvou riiznych sousta-
vach zapisy tvofené samymi (vice nez dvéma) jednickami? Plati totiz
31 = (111)5 = (11111) a 8191 = (1111111111111), = (111)g.

Néco maélo o brazilskych prvocislech (kromé kone¢ného poctu jejich pii-
kladi) je v8ak uz znamo. Uvedeme a dokdZeme pro né dvé tvrzeni.

Véta 4
Je-li pti nékterém zakladu z > 1 &slo (11...1), zapsané j jednickami
prvodislo, pak i ¢islo j je prvocislo.

Diikaz. Predpokladejme, ze ¢islo j neni prvocislo, mé tedy nékterého dé-
litele d, kde 1 < d < j. Ze zndmého algoritmu pisemného déleni pro ¢isla
zapsana v pozi¢ni soustavé o zakladu z pak ovSem plyne, Zze Cislo vétsi
nez 1 zapsané d jednickami je délitelem vétsiho ¢isla zapsaného j jednic-
kami, které tudiz neni prvocislo.

3)Z dosud zndmych 51 Mersennovych prvocisel je od roku 2018 nejvétsi cislo
282589933 _ 1 Kkteré ma v desitkové soustavé 24 862 048 &islic. Oproti tomu zndme pouze
10 brazilskych prvocisel, ktera jsou zapsana samymi jednickami v desitkové soustave;
nejmensi{ z nich ma 19 jednicek (prvodislo 11 totiz neni brazilské), nejvétsi ma 8 177207
jednicek.
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Pted formulaci posledniho vysledku upozornime na jedno znamé hlubsi
tvrzeni z teorie ¢isel o tom, Zze nekonecna rada sestavena z prevracenych
hodnot vSech riznych prvocisel diverguje:

LANE S S S I
2 "3 5T T
Prestoze dosud nevime, zda v8ech brazilskych prvoéisel je kone¢né ¢i ne-

kone¢né mnoho, sou¢et obdobny predchozimu dokdzeme odhadnout shora.

Véta 5
Pro soucet prevracenych hodnot vSech brazilskych prvocisel plati ne-

rovnost
1+1+1+1+1+1+ <1
7 13 31 43 13 127 7 ’
Diikaz. Jisté stacéi ukazat, Zze mensi nez 1 je soucet prevracenych hodnot

viech &fsel (11...1), s celo¢iselnymi parametry z > 2 a k > 3. K tomu
—

E
odhadneme nejprve soucet téchto prevracenych hodnot pfi kazdém pevném
z > 2, jehoz hodnotu ozna¢ime S.. Uzitim vzorce pro soucet geometrické
fady s kvocientem 1/z dostaneme

1 1 1

Se = a1, T, Tam, T T
1 1 1
:z2+z+1+z3+22—|—z—|—1+z4—|—z3+22—|—z+1+”'<
<1+1+1+...—1<1+1+1+...>— Lt 1
22 23 24 22 z 22 22—z z—-1 =z
Se¢tenim téchto nerovnosti pro z = 2,3,..., N obdrzime

So+S3+...+5v <

B P Y - U G N I R |
2/ " \2 3, 77 \N-1 N) =~ N 7

Z platnosti této nerovnosti pro kazdé N > 2 plyne neostré nerovnost

z=2

Ziskané nerovnost je ovSem ve skute¢nosti ostra, nebot vSechny séitané
. 1 1 ;
nerovnosti S, < =5 — 7 byly ostré.
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