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Clanek [2] se zabyval prevazné ditkazy véty o ortocentru trojihelniku.
V navaznosti na néj uvedeme dal3i poznatky, které mohou byt uziteéné piti
feSeni tloh z matematickych soutézi.

Uvahy omezime na ostrotihlé a tupothlé trojihelniky. Ovéfeni platnosti
vyslovenych vét nebo jejich upravu pro situace, kdy je trojihelnik pravo-
thly, ponechédvame ¢tenari.
opsanou k(O;r). Dale pak P, @, R budou paty vysek z vrcholu A, B, C a
Sa, Sp, Se stiedy stran BC, C A, AB. Body osové sdruZené s ortocentrem
podle pfimek BC, CA a AB necht jsou D, E a F. Ve v uvedeném poradi.

Nejprve si pripomeneme vétu 1 dokdzanou ve zminéném c¢lanku a se-
znamime se s piibuznou vétou 2.

Véta 1
Obrazy ortocentra v osovych soumérnostech podle stran trojihelniku
lezi na kruznici trojihelniku opsané.

Véta 2

Obrazy ortocentra v soumérnostech podle stiedi stran trojuhelniku lezi
na kruznici trojuhelniku opsané a jsou podle jejiho stfedu soumérné sdru-
zené s protilehlymi vrcholy trojahelniku.

Diikaz. Oznacme A’ obraz vrcholu A v soumérnosti podle stfedu O kruz-
nice trojthelniku ABC opsané, obr. 1. Uhly ABA’ a ACA’ nad primé-
rem AA’ jsou pravé. Plati BA’ || CV, nebot obé& tsecky jsou kolmé na
piimku AB. Analogicky je téz CA’ || BV, a tak je CV BA’ rovnobé&znik.
Ze symetrie podle pruseciku S, jeho thlopficek plyne véta 2.

Zabyvejme se dale disledky obou vét. Plati BC L AD L DA’ (Tha-
letova véta), neboli A’D || BC, obr. 2. Oblouky BD a A'C, symetrické
podle spole¢né osy rovnobéznych tétiv BC a A’D, jsou shodné. Stejné tak
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i jejich dopliiky, oblouky DC a BA’. Pro piislusné obvodové uhly plati
|XBAD| = | A'AC| a |XDAC|=|xBAA'. (1)

Obr. 2 Piimky AV a AO jsou soumérné sdruzené podle osy uhlu BAC

Na obr. 3 vlevo je jesté znazornéna situace, kdy je thel BAC tupy.
Zjisténé vztahy vedou k nasledujici vété 3, nebot O € AA’ a V € AD.

Véta 3
Je-1i V ortocentrum trojuhelniku ABC a O stfed jemu opsané kruznice,
pak jsou pfimky AV a AO soumérné sdruzené podle osy thlu BAC.

Obratme nyni pozornost na tsecku OS,, obr. 4 a obr. 3 vpravo. Ta
je stFedni pritkou trojuhelniku AV A’ a zaroven vyskou rovnoramenného
trojihelniku BCO. Odtud a z vlastnost{ stfedni pticky OS, trojuhelniku
V AA’ plyne véta 4.
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Obr. 4 OS, || AV a |AV| =2|0S,| = 2rcosa

Véta 4
V trojuhelniku ABC je usecka OS, rovnobézna s useckou AV a plati

|AV| = 2|0S,| = 2| cos al. 2)

Lichobéznik AV'S,O ma nékolik zajimavych vlastnosti. Priseéik T jeho

N

dobnosti trojuhelnika AVT, S,OT plyne Ilifgll = % =2, obr. 5.
Piimka, na niz lezi body A, V a T se nazyva Eulerova piimka a plati

véta 5.
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Véta 5

Obr. 5 Eulerova pfimka e

Je zajimavé, ze Euler dospél k poznatku z véty 5 mimochodem a nevé-
noval mu pfilisnou pozornost. Jeho prace [1] z roku 1763 Fesi pocetné pro-
blém, jak (pfi nami zavedeném oznaceni) nalézt trojahelnik ABC, jsou-li
déany jeho body O, T', V a stied I vepsané kruznice. Netrividlnimi vypocty
urcoval vztahy mezi vzdélenostmi danych a hledanych bodi trojahelniku.

Zjistil, ze |VO| = 2|VT| a |TO| = 3|VT|. Vztahy doplnil pozndmkou,
ze body V a T urcuji polohu stfedu O opsané kruznice, a déle se jimi
nezabyval.

usecky AV, pak

T
L = ISK| = [8Sa| = |SP|. 3)
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Plyne to z vlastnosti stFednich pticek SK, SS, a SP trojuhelniki OAV,
OA'V a ODV (obr. 6 vlevo).

Jind moznost odvozeni rovnosti (3) vychazi z postiehu, Ze tsecka K .S,
je stiedni piickou trojuhelniku AA’V a zaroven thlopiickou rovnobéZniku
VKOS,. Ma tedy délku r a prochazi bodem S, jenZ je navic stfedem
kruznice opsané pravoihlému trojihelniku K S, P.

Zobecnénim vztaht (3) je véta 6 o kruznici deviti bodi onatované téz
jako Feuerbachova kruznice.

Véta 6

V trojihelniku ABC lezi na kruZnici, jeZ méa stfed S uprostied usecky
OV apolomér 7, stfedy stran trojihelniku, paty jeho vysek a stiedy tsecek
AV, BV, CV.

Cilem ¢lanku bylo predstavit znamé vlastnosti trojahelniku v méné uva-
dénych souvislostech. Vychézeli jsme z minimalnich poznatki, aby se text
dal pouzit i pro préaci s mladsimi studenty. Proto jsme napf. zAimérné ne-
pracovali se stejnolehlosti, pomoci niz se véty 5 a 6 ¢asto dokazuji.

Zavérem ukazeme vyuziti uvedenych poznatkt na dvou vyfesenych pii-
kladech a pridame nékolik tloh k samostatnému procviceni.

Priklad 1

Je dén ostrouhly trojihelnik ABC' s vyskami BQ a C'R. Kruznice k a m
opsané trojihelnikim ABC a AQR se protinaji v bodech A, K. Dokaite,
ze primka KV prochazi stfedem S, strany BC.

Obr. 7 K prikladu 1
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Resend. 7 véty 2 vime, ze obraz A’ vrcholu A v soumérnosti podle stfedu O
kruZnice k lezi na pfimce p = V'S,, obr. 7. Pruse¢ik této pfimky (rtzny
od bodu A) s kruznici k ozna¢ime X a dokaZeme, ze X = K.

Plati [XAXV| = [XAXA'| = 90°. Ctyfhelnik ARV Q je tétivovy, ne-
bot |[XARV| + [ AQV| = 180°. Opsan4 kruznice m méa priamér AV a je
do ni vepsan i trojahelnik AV X. Odtud X € kNm, K = X € p. Pfimka
KV tedy prochézi stfedem S, strany BC'

Priklad 2
Ve ¢tyitahelniku ABCD, ktery je vepsan do kruZnice k a mé ostré dhly

pii vrcholech A a D, jsou body M a N soumérné sdruzené s vrcholem C

podle pifimek AB a AD. Dokazte, Ze ortocentrum trojihelniku ABD lezi

na piimce M N.

D

Obr. 8 K pfikladu 2

Resent. Necht BZ je vyska trojihelntku ABD, V jeji priseéik s primkou
MN a V' bod soumérné sdruzeny s bodem V podle pfimky AD, obr. 8.
St¥edy tsecek CM a C'N necht jsou K a L (v daném poradi).

S odvolanim na vétu 1 stadi overit, ze V' € k. Dokadzeme tedy, Ze je
usecka BC z bodu V' a D (lezicich v téze poloroving s hrani¢ni primkou
BC(C) vidét pod stejnym thlem.

Vnéjsi thel CBK tétivového étyiihelniku ABCD je shodny s jeho pro-
tilehlym tdhlem LDC, a tak jsou pravouhlé trojuhelniky BCK a DCL

podobné. Odtud
|CD| |CL|
DCL| = |« BCK =
[ | =Ix | CB| ~ CK|
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Obé rovnosti ekvivalentné upravime. Kazdy z obou thli nahradime jeho
geometrickym souc¢tem s tthlem NCB a posledni zlomek rozsifime dvéma.
|CD| _ 2|CL| _ |CN] @)
|CB|  2ICK| |[CM|

Ze vztahu (4) plyne podobnost trojuhelnikic DBC a NMC podle véty
sus. Uzijeme ji spolu s lichob&znikem CNV'V soumérnym podle piimky
AD k dokonéeni dukazu; [ BDC| = [ MNC| = |NVV'| = | BV'C]|,
a tak V' € k.

|2 DCB| = [« NCM|

Ulohy k samostatnému procvieni

1. V roviné jsou dany body C, U, V takové, ze |CV| = 3 cm, |[VU| =
= 3,5 cm a |CU| = 4,5 cm. Sestrojte ostrotuhly trojuhelnik ABC' tak,
aby byl V prusecik jeho vysek a bod U soumérné sdruzeny s bodem A
podle stfedu kruznice opsané trojahelniku ABC'. (51MO C-II-4)

2. Uvnitf strany AB ostrothlého trojuhelniku ABC lezi bod X takovy, ze
|[AX| = |AC|. Osa thlu BAC protiné stranu BC' v bodé U. Dokazte,
ze AO L UX.

3. V tétivovém ctyiahelniku ABCD jsou V,, Vi, V. a V; po fadé ortocen-
tra trojuhelniki BCD, ACD, ABD a ABC. Dokazte, ze V,V,V.Vy je
¢tyriahelnik shodny se ¢tyituhelnikem ABCD a ma s nim rovnobézné
strany.

(Pomoci vét 3 a 4 dokazte, ze |[BM| = |BN|.)

4. Ostrouhly trojuhelnik ABC' ma 8 = 60°. Piimka T'O protina jeho
strany v bodech M a N. Dokazte, Ze je trojihelnik BM N rovnostranny.

5. Urcete velikosti tthla ostroihlého trojuhelniku ABC), jehoz osa AU thlu
BAC je shodné se stranou AC a je kolmé na piimku OV'.

(VyuZijte véty 3 a 4, a = 60°, 8 = 45°, v = 75°.)
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