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Budeme se zabyvat tlohami s nejednoznaénym feSenim a jejich vhod-
nym a nevhodnym vyuzitim. Predstavime nékteré prevzaté tlohy s pfi-
klady moznych variant feSeni. Podrobnéji se budeme vénovat problematice
dopliiovani posloupnosti ¢isel. Seznamime zde ¢tenéfe s pojmem kolmogo-
rovska slozitost, ktera muze slouzit jako kritérium pro hodnoceni obtiz-
nosti tloh s dopliiovanim posloupnosti ¢isel, pfi¢emZ néroc¢nost doplnéni
souvisi zejména s poctem a pravidelnosti jejich ¢lent. Nakonec detailné
rozvedeme, jak doplnit zdanlivé jednozna¢nou posloupnost éisel 1, 2, 3,
4, 5.

Cilem ¢lanku je zaméfit se na problematiku nejednoznacné zadanych
iloh a také ukazat, Ze u kazdé kone¢né posloupnosti ¢isel lze libovolné
doplnit jeji dalsi ¢len.

Vybrané priklady uloh s nejednoznacnym reSenim

Z [1] bylo pFevzato zadani nasledujicich sedm konkrétnich tdloh. Po za-
déani kazdé alohy vzdy nésleduje struéné a logicky spravné zdtvodnéni né-
kolika vybranych moznych feseni. Podobnych tloh lze najit nebo vymyslet
celou fadu, pro potieby tohoto ¢lanku nam v8ak tento vybér dostatecné
postacuje.

Zduraznéme, Ze nésledujicich sedm pfevzatych tloh se autortim ¢lanku
nelibi, pfedevsim proto, Ze je v [1] deklarovana jejich jednozna¢nost. Prave
jednoznac¢nost autofi rozporuji, nebot uvadgji vice moznych Feseni. Auto-
ram také vadi nejasné ¢i nepiesné zadéani a celkové nedidaktické zpracovani.
Pfesto jsou tyto ulohy zamérné ponechany v pivodni podobé'), zejména
proto, ze se jim podobné tkoly pomérné ¢asto vyskytuji. Je témér jisté,
Ze ucitelé na tento typ uloh opakované narazi a méli by jej proto umét
identifikovat a spravné zaradit.

1) Nekteré alohy byly mirng modifikovany.
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1. Doplite chybéjici ¢islo na misto otazniku.
3 8 7 21

Proni feseni: —10
Soucet prvnich dvou ¢isel vyjde stejné jako soucet druhych dvou Cisel.

Druhé reseni: 12

Souéet dvou po sobé jdoucich ¢&isel spolu s ¢islem 1 da néasledujici &islo,
tedy 3+8+1=12a8+12+1=21.

Treti reSeni: 14

Rozdil mezi druhym a prvnim éislem je 5, mezi tfetim a druhym éislem je

rozdil 6 a mezi ¢tvrtym a t¥etim ¢islem je rozdil 7.

Cturté Fesent: 16
Rozdil prvni dvojice ¢isel vyjde 5, stejné jako rozdil druhé dvojice ¢&isel,
tedy 8 —3=5a21—-16 =5.

2. Jak daleko je do Velvar?

< 8 PRAHA TORONTO 11>
< ? VELVARY CHICAGO 11 >

N—r’

Resent: 8

Ceska mésta maji pfifazenu hodnotu 8, zahrani¢éni mésta maji pfifazenu
hodnotu 11.

Jiné reseni: 11

Kazda samohlaska v ndzvu mésta ma hodnotu 1, kazdéa souhlaska ma hod-
notu 2. Vzdalenost je pak uréena souctem vSech hodnot jednotlivych pis-
men v ndzvu meésta.

3. Kam pat¥i pismeno | — nad linku, nebo pod linku?
A E F H
B C D G
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Regenit: Pismeno | patii nad linku.

Nad linku patfi vSechna pismena sestavajici vyhradné z rovnych ¢ar. Pod
linku pati{ ostatni pismena.

Jiné feSeni: Pismeno | patti pod linku.

Pod linku patii vSechna pismena, ktera lze napsat jednim tahem. Nad
linku patii ostatni pismena.

4. Které ¢&islo patfi na misto otazniku?

Reseni: 21

Cteme-li v protisméru pohybu hodinovych ruc¢i¢ek kazdé druhé ¢islo podi-
naje patnactkou, obdrzime posloupnost 15, 17, 19, 21. Zbyvajici ¢isla 21,
23, 25 tvori také rostouci posloupnost, kde kazdy nésledujici ¢len je vzdy
0 2 vétsi nez jemu pfedchazejici ¢len.

Jiné Teseni: 19

Cteme-li v protisméru pohybu hodinovych ruc¢i¢ek kazdé druhé ¢islo podi-
naje otaznikem, obdrzime posloupnost 19, 21, 23, 25. Zbyvajici ¢isla 15,
17, 19 tvorii také rostouci posloupnost, kde kazdy nasledujici ¢len je vzdy
0 2 vétsi nez jemu predchazejici ¢len.

5. Dopliite dvé chybéjici pismena.
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Pozndmka 1. Je nevhodné oznaéit dvé neznamé, které mohou byt odligné,
stejnym symbolem (otaznikem). Pro potfeby popisu FeSeni ozna¢ime otaz-
nik umistény mezi dvémi pismeny O symbolem = a otaznik umistény mezi
pismeny I a E symbolem .

Reseni: x = N, y=F

Doplnime pismena tak, aby vzniklo slovo EKONOMIE.

Jiné teSeni: x = H, y = S a ddle napiiklad: ©t = K, y = C nebo x = L,
y=1L

Doplnime pismena tak, aby vznikla dvé existujici slova: KOHO a MISE,
pripadné: OKO a MICEK nebo KOLO a MILE.

6. Urcete, které slovo nepatfi mezi ostatni slova.
ABRAHAM EFEKT OPICE MNICH LANO

Pruni FeSeni: LANO
U v8ech ostatnich slov je vzdy druhé pismeno abecedné ihned po prvnim
pismenu.

Druhé reseni: EFEKT

Jen slovo EFEKT je abstraktni, vSechna ostatni slova jsou konkrétni.
Treti reseni: ABRAHAM

Jen slovo ABRAHAM obsahuje néjaké diakritické znaménko (konkrétné
¢arku v pismenu A).

7. Ktery z obrazkt doplnite?

se ma k jako se ma k

A B C D
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Reseni: C
Leva polovina se ponecha stejné. Na pravou polovinu se zkopiruji dveé
tsecky ve tvaru ,,>.

Jiné teseni: B, resp. A
Leva polovina se poneché stejné. Na pravou polovinu se umisti zkopirované
leva strana otoc¢end o 180° (prost¥edni isecka se neponechd, resp. ponechd).

Kde se s nejednoznacéné zadanymi tilohami miZeme setkat? Kdy
je to zadouci a kdy nezadouci?

Nejednozna¢né zadané ulohy se typicky vyskytuji v Sifrovacich hrach,
kde hrac¢i musi uhodnout, jaky Sifrovaci princip autor zvolil, a s jeho zna-
losti ziskat kyzené heslo. V Ceské republice se pofada znatné mnozstvi
sifrovacich her, kterych se Gcastni tisice hrac¢i. U téchto her hradi s rizi-
kem nejednoznacnosti zaddni museji pocitat. I pfesto se Casto po hrach
ve zpétnych vazbach vyskytuje kritika u Sifer, které by slo logicky Fesit i
jinak, nez autori zamysleli, a jsou chvaleny Sifry, kde je spravny postup
potvrzovan a slepych cest neni mnoho. Podobné se tyto tlohy vyskytuji
také v ramci tzv. rekrea¢ni matematiky a jsou oblibené tfeba pii hrach na
détskych taborech. V téchto pripadech poskytuje Siroké paleta zajimavych
tloh zna¢né mnozZstvi originalnich postupi, vedoucich k vyfeeni Sifry. De-
sifrovani pak podporuje trpélivost, fantazii, peclivost a samoziejmé logické
mysleni. To v8e jsou zadouci efekty, kvili kterym mé smysl Sifry a podobné
ukoly Fesit.

Pokud se s nejednozna¢né zadanou tlohou setkaji zaci ve 8kole, mél by
mit ucitel dikladné rozmysleno, jak postupovat. Ucitel muze takové dlohy
zafadit do vyuky zamérné a nejednoznacnost feSeni na nich demonstrovat.
Obcas se ale s nezamyslenym a pfitom spravnym feSenim muze potkat
i nechténé. V takovém piripadé by mél ucitel uznat i jind nez zamyslenéa
feSeni, dovede-li zdk sviij postup logicky spravné zdavodnit.

Pfi pripravé tloh, které jsou opravovany podle Sablony, je nutné elimi-
novat vSechny nejednoznacné zadané ilohy. Ucitel by mél nésledné projit
s zéky spravna feSeni a umoznit jim doptat se na piipadné nejasnosti.
Pokud by se stalo, Ze by néjaka tloha mohla byt vyfeSena spravnym po-
stupem, ale s jinym vysledkem neZ ucitel o¢ekéval, je samoziejmé potieba
takové TeSeni uznat a pozitivné jej ohodnotit. Kdyby ucitel spravné feseni
neukazoval, mohlo by se stat, ze néjaké zaky nechténé poskodi. Proto je
dilezité na demonstraci spravnych feSeni vymezit pfedem dostatek casu.
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Problemati¢téjsi je, Ze se tlohy s vice moznostmi feSeni vyskytuji v si-
tuacich, kdy na vysledku zélezi mnohem vice. Problém nastéva, pokud
je uznavana pouze jedna spravna moznost. Z vySe uvedenych piikladi je
ziejmé, Ze se takovéto ulohy velmi ¢asto objevuji v IQ testech. Nékdo,
kdo naSel spravné feSeni, ale jiné nez bodované, tak neopravnéné pirichézi
o body, v disledku ¢ehoz mu je naméfena mensi hodnota IQ. Nejedno-
zna¢né zadané tlohy lze potkat také na Logické olympiadé, coz je soutéz,
jejiz popularita v posledni dobé zna¢né roste [2]. Dodejme, Ze ulohy Logické
olympiady nejsou zvefejiiovany? a nemohou tak byt podrobeny kontrole,
pochvale a kritice.

Velmi nezadouci je, aby se tlohy s vice moZnymi spravnymi odpovédmi
dostaly do testtl v ramci riznych pfijimacich Fizeni, napiiklad na stfedni
gkolu, na vysokou Skolu nebo do nového zaméstnani. Takovym tloham je
tfeba se vyhnout, nebot ptipadné ,dohra® mize dojit az k soudu, viz [4].

Nyni ukaZeme piiklad slovni dlohy prevzaté z oficidlnich SCIO testu
pro zaky patych tfid ZS, ktera neni vhodna do testu na pfijimaci fizeni,
zejména, je-li deklarovano, ze kazda uloha méa pravé jedno spravné feSeni.

Piiklad se stromky. Pii prohlidce sadu zjistil sadar, ze kazdy ¢tvrty
stromek uschl. Za kazdy suchy vysadil dva nové, tedy 276 novych stromki.
Kolik stromku bylo pak celkem v sadu?

A)552  B)690 C)728 D)828  E) 1104

Nejvétsim problémem u této tlohy je to, Ze neni zcela jasné, jestli vu-
bec byly né&jaké stromky odstranény. Pokud ano, pak se nabizi feSeni:
3138 4+ 276 = 690. Pokud tam stromky ziistaly, pak obdrzime vysle-
dek: 4 - 138 4+ 276 = 828. Totiz tvrzeni: ,za kazdy suchy vysadil dva
nové, lze prirozené interpretovat tak, ze kazdé dva nové stromky byly
vyséazeny za néjakym suchym stromkem, p¥i¢emz suché stromky tam zu-
staly. A je tu nejednoznané FeSeni. P¥isné vzato problematickych mist
lze najit vice. Napiiklad z ni¢eho nevyplyva, Ze ptvodni pocet stromki
musi byt pfesné délitelny ¢tyimi. Do tvahy tak pripadé i pavodni pocet
neuschlych stromki zvétseny o 1, 2, nebo 3 stromky. Tedy kromé hodnoty
414, 1ze brat v potaz i hodnoty 415, 416 a 417, nebot ve vSech téchto piipa-
dech, pokud kazdy ¢tvrty stromek uschl, uschlo pravé 138 stromki a bylo
vysazeno 276 novych stromkii. Problém tkvi i v tom, Ze bylo pouzito slovo

2)Na rozdil od vyznamné soutéze Matematicky klokan [3], kde jsou zvefejhovana
v8echna zadéani a spravna reseni.
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suchy misto slova uschly. Tato slova maji totiz rizny vyznam. Stromek
se muze stat suchym, t¥eba kvuli tomu, Ze uschne po desti. V takovém
pripadé jej ale neni nutno odstraiiovat ze sadu. A naopak po desti nejsou
ani uschlé stromky suché. ..

Jak tedy zadani pozménit, aby se eliminovala diskuze kolem moznych
spravnych feSeni? Naptiklad nasledovné.

Priklad se stromky po upravé. Pii prohlidce sadu zjistil sadaf, ze
pfesné kazdy ¢tvrty stromek uschl. Kazdy uschly stromek odstranil a vy-
sadil misto né&j dva nové, celkem 276 novych stromku. Kolik stromka bylo
pak celkem v sadu?

A)552  B)690 C)728 D)828  E) 1104

Studium matematiky (mimo jiné) u¢i jednoznaénému a srozumitelnému
vyjadiovani, coz je uzite¢né i v jinych predmétech a v praktickém Zivoté.
S timto tvrzenim tzce souvisi dalsi piiklad pochézejici od spolecnosti Cer-
mat, ktera v soucasné dobé pripravuje testy pro jednotné piijimaci zkousky
i pro statni maturity. V roce 2018 byl odvolan jeji tehdejsi feditel pravé
kvili nejednoznaénym tloham v testech. Uvedeme piiklad z testu pro pii-
jimaci Fizeni na osmiletd gymnazia [5].

Priiklad s hlaskami. Které z nasledujicich slov obsahuje kofen skladajici
se ze Ctyr hlasek?

A) objevili B) zabrucel C) rozbéhla D) nevydrzela

Podle klice feSeni je spravna odpovéd B, ale také moznost C spliuje
zadani, protoZze nepocitame pismena, ale hlasky, které vyslovujeme. Tedy:
[zabrugel|, [rosbjehla]. Cermat chybu uznal po upozornéni uéiteld.

Neékolik poznamek k dopliovani posloupnosti ¢isel

V tlohéch, kde je tfeba logicky doplnit kone¢nou posloupnost ¢isel na-
sledujici hodnotou, je tifeba najit pravidlo, které urcuje, jak jsou tato
¢isla sefazena. Nejednoznacnost feSeni mize snadno vzniknout, pokud neni
jasné, jaky druh pravidla ma byt nalezen. Prohlésit pfitom, Ze né&jaké fe-
Seni je lepsi neZ jiné, je nékdy zna¢né diskutabilni. Upozornéme na to,
%e pokud maji zadané posloupnosti méalo ¢isel (feknéme méné nez Sest),
pak je lze relativné jednoduse libovolné dopliovat. Mnohem t&zsi byva
jednoduse doplnit posloupnost sestavajici z vice &isel (feknéme, Ze jich
mé alespoii dvacet). K tomu dodejme, Ze naro¢nost dopliiovani mize byt
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nahliZzena pomoci tzv. kolmogorovské slozitosti, coZ je pojem z oboru teore-
tické informatiky. V podstaté jde o to, jak efektivné muzeme popsat nebo
reprezentovat urcita data pomoci algoritmu. Kolmogorovska slozitost je
mira sloZitosti informace obsaZené v datech, zalozené na délce nejkratsiho
mozného programu, ktery muZze dana data vygenerovat. Krat$i program
znamend niz${ kolmogorovskou slozitost, coZ znamena, ze jsou data jed-
nodussi nebo méné nepravidelna. Naopak delsi program signalizuje vétsi
slozitost.?) Tento koncept je pojmenovan po sovétském matematikovi An-
dreji Nikolajevi¢ovi Kolmogorovi a také je tzce spjat s Gregorym Johnem
Chaitinem a Rayem Solomonoffem. Vice o kolmogorovské slozitosti napii-
klad viz [7].

Kolmogorovska slozitost miize byt snadno spojena s dopliiovanim po-
sloupnosti ¢isel. Mame-li posloupnost, kterou chceme doplnit, miZeme se
pokusit najit nejkratsi program (algoritmus), ktery by tuto posloupnost

zitost. Ma-li posloupnost nizkou kolmogorovskou slozitost, muze to zna-

vvvvvv

menat, Ze je pravidelna a snadno se doplnfi jeji dalsi ¢len. Naopak slozitéjsi
nebo nahodnéjsi posloupnost typicky vyzaduje delsi program a mé tak
vys8i kolmogorovskou slozitost. V této souvislosti by se tspé&sné doplnéni
dané posloupnosti mohlo interpretovat jako nalezeni efektivniho zptisobu
reprezentace posloupnosti pomoci algoritmu s nizkou kolmogorovskou slo-
Zitosti.

Pro jasnéjsi pfedstavu uvedeme dvé konkrétni posloupnosti o 20 ¢lenech:

(a) 13 71) 1; 717 17 717 17 713 13 71; 1; 717 17 717 17 713 13 71; 13 71,

(b) —245, 378, 40, —92, 167, —432, 289, —156, 453, —78, 214, —321, 87,
—499, —1235, —267, 189, 392, —50, —464.

Nayjit algoritmus, ktery by postupné generoval posloupnost ¢isel z bodu
(a) je trivialni. Staéi vzit posloupnost (—1)"*!, kde n je p¥irozené é&islo.
Prvni élen této posloupnosti je tedy (—1)1T = 1, druhy je (—1)**! = —1,
treti je (—1)3*t! = 1 atd. Dopo¢itat 21. &islo je p¥imocaré: (—1)21T1 = 1.
Na druhou stranu najit algoritmus, ktery by postupné generoval vSech
dvacet ¢isel z bodu (b), je znatné netrivialni. Nejkratsi by bylo patrné
piimé vypsani onéch dvaceti ¢isel. Jak (a pro¢) by ale vypadalo v poradi
dalsi, 21. ¢&islo?

3)Pfesna hodnota slozitosti riiznych dat je uréena také tim, jaky programovaci jazyk
je predem zvolen, ovSem volba jazyka ma jen omezeny vliv.
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Jak doplnit posloupnost 1, 2, 3, 4, 57

Podivame se, jak na doplnéni posloupnosti 1, 2, 3, 4, 5 nahliZeji mate-
matici. Jak dale uvidime, zddné dopliiovani posloupnosti ¢isel neni jedno-
znacné. Vzdy lze nalézt nekone¢né mnoho zptisobt, jak danou posloupnost
doplnit a dany zptisob doplnéni logicky zdivodnit.

Pro dokresleni této situace se nyni podivame na t¥i p¥istupy, které z ma-
tematického pohledu zduvodiuji, Ze posloupnost ¢isel 1, 2, 3, 4, 5 muze
byt doplnéna libovolnym realnym ¢islem, napiiklad ¢islem r.

Prvni moznosti je tvrdit, Ze posloupnost je periodicka a vypada takto:

1,2,3,4,5,71,2,3,4,5,1,1,2,3,4,57,1,2 3,45 71,2, ...

Druhym zdtvodnénim je predstaveni vzorce pro vypocet n-tého ¢lenu
posloupnosti, napfiklad ve tvaru

an =n-+[n/6]-(n—n),

kde |n/6] zna&i tzv. dolni celou ¢ast ¢isla n/6. Protoze je [n/6] = 0, pro
kazdé n € {1,2,3,4,5} a [6/6] = 1, vypada prvnich Sest ¢lend posloup-
nosti takto: 1, 2, 3, 4, 5, 7. Ctenar si snadno rozmysli, Ze misto hodnoty
7 miiZze vzorec obsahovat proménnou z, ktera miize nabyvat libovolné re-
alné hodnoty a dokonce muze byt i ¢islem komplexnim. Po prvnich péti
prirozenych ¢&islech tak muize na zdkladé jednoduchého vzorce néasledovat
libovoln4 ¢iseln& hodnota x.

Tteti pohled se tyka problematiky prokladani polynomu danymi body.
To je v naSem pfipadé mozné provést s vyuzitim néjaké znamé interpolaéni
metody, tedy hledanim vhodného interpola¢niho polynomu, ktery prochazi
body o soufadnicich [1, 1], [2, 2], [3, 3], [4,4], [5, 5] a [6,7]. Znamy a zdarma
pristupny software WolframAlpha [6] ho najde beéhem okamZiku, viz obr. 1.

Dodejme, Ze pro nami uvazované (kratké) kone¢né posloupnosti pijde
timto zptisobem vzdy nalézt jednoznacné urcené feSeni, které lze relativné
snadno algoritmicky vypocéitat. Z tohoto thlu pohledu tedy nésledovnik
nékolika prvnich ¢leni ¢iselné posloupnosti maze byt libovolné ndami zvo-
lené ¢islo a doplnéni kazdé kone¢né posloupnosti ¢isel tak ma nekone¢né
mnoho FeSeni.

Nejednoznacnost predstavuje vyzvu pro fesitele i pro tvirce tloh. Za-
mérili jsme se na to, kde se miZzeme s nejednozna¢nymi tlohami setkat a
odivodnili jsme, kdy je to vhodné a kdy naopak ne. Za vhodné povazu-
jeme vyuziti v oblasti tzv. rekrea¢ni matematiky, naopak v testech, kde je
deklarovano jediné spravné feSeni, jsou ulohy s nejednoznaénym feSenim
nevhodné.
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interpolating polynomial (1, 2, 3, 4, 5, ni}

Interpolating polynomial
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