Neékolik nerovnosti pro ¢islo n!

EMIL CALDA
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

O disle n! (n-faktorial) je stfedoskolaktim znamo, Ze pro vSechna pfiro-
zend Cislan > 1 je rovno souéinu 1-2-3-...-(n—1)-nazepron=1
an = 0 se definuje 1! = 0! = 1. V&di rovnéz, Ze toto Cislo urcuje pocet
vSech permutaci z n prvka.

V nésledujicim textu dokadzeme ¢tyri zajimavé nerovnosti, v nichz ¢islo
n! figuruje. Jsme soucasné presvédéeni o tom, Ze pro nékteré stiedoskoldky
by tyto dikkazy mohly byt uzitecnym cvicenim.

Véta 1

Pro vSechna pfirozenéa ¢isla n plati

n
vnr <nl < (n;—l) .

Diikaz. K dikazu nerovnosti v/n” < n! vyjddfime druhou mocninu
¢isla n! jako soudin n ¢initeldt tvaru & - (n — k + 1), kde pfirozené &islo k
se méni od 1 do n. Je tedy

M2 =0-n)-2-(n=1)-B-(n—2))-...-(n-1).
Snadnou tpravou zjistime, Ze
kn—k+1)—n=(nm—-k)(k—1).
Vzhledem k tomu, Ze pro vSechna k € {1,2,...,n} je (n —k)(k — 1) >0,

plati
k-(n—k+1)>n.

Dosadime-li do této nerovnosti postupné k = 1,2, 3,...,n dostaneme

l-n>n, 2-(n—1)>n, 3-(n—=2)>n,...,n-1>n.
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Odtud plyne
(n!)2:(1-n)-(2-(n—1))-(3-(n—2))-...-(n-1)zn",

neboli

v < nl.

ol < (n—f—l)
- 2

je velmi jednoduchy, zndme-li vztah mezi aritmetickym a geometrickym
pramérem libovolnych nezapornych ¢isel a1, ao, . . ., a,, presnéji nerovnost
mezi obéma uvedenymi priméry (tzv. AG-nerovnost). Plati totiz

Dikaz nerovnosti

ay+as+...+a,
n

> Yay-ag ... Q.

Dokazovana nerovnost je pro n = 1 splnéna trividlné a pro libovolné
prirozené ¢islo n > 2 je ekvivalentni s nerovnosti

1
ol < 212,

ktera je vSak splnéna na zakladé vyuziti AG-nerovnosti pro ¢isla 1,2,3, ...,
n. Plati tedy

1+2+3+...4n n+1
Vnl=+4v1-2-3.....n< = .
vn vV n < - 3

Tim je dikaz obou nerovnosti uzavien.

Véta 2
Pro v8echna pfirozena c¢isla n plati

n

n—1 |
2 <n!< o1

Diikaz. Platnost nerovnosti 2"~ ! < n! je zfejm4 téméf bezprostiedné.
Pron =1 an = 2 plati a k jejimu ovéfeni pro libovolné pfirozené ¢islo
n > 2 sta¢i mocninu 2"~ i &slo n! reprezentovat jako soucin n—1 Einitelti.
Plati
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Nerovnost n! < n™/2"~! plati pro n = 1 i pro n = 2. Pro libovolné
n > 2 ptirozené odhadneme vyraz (n — 1)! wzitim AG-nerovnosti pro
dvojice ¢isel (1,n—1), (2,n—2), atd., az (n—1,1) nésledujicim zpisobem

(n—1)!= \/(nfl)!w/(nfl)!:
Vi-n=1)-v/2-n-2)-v/3 n=3)-...-y/(n—1)-1<

<1—|—(n—1).2+(n—2).3+(n—3). (n-1)+1
- 2 2 2 2
~nonn n_n"fl

T 2722 7 2 e

Vynasobime-li obé strany odvozené nerovnosti (n — 1)! < n"~1/2"~1 &fs-
lem n, obdrzime bezprostredné dokazovanou pravou nerovnost.

Véta 3

Pro vSechna pfirozena ¢isla k,n, kde k < n, plati

El(k+1)" % <nl <kln" "

Diikaz. Vsimnéme si nejprve, ze dané nerovnosti jsou splnény pro k = n
apro k =n—1, tj. n = k + 1. Déle budeme tedy predpokladat (kromé
k<n)izek#nak#n—1. Umozni ndm to vyjadfit mocniny (k+1)"~F
a n"* ve tvaru sou¢inu, nebot z uvedenych predpokladtl plyne n—k > 2.
Dané nerovnosti jsou zfejmé ekvivalentni s nerovnostmi

|
(k+1)"F < = <k,

Vyjadiime-li v nich mocniny (k 4+ 1)"~* a n* jako souéin n — k ¢initelt
a zlomek n!/k! zkratime vyrazem k!, dostaneme

B+ 1)(k+1)(k+1)... (k+1) < (k+1)(k+2)(k+3)...(n—1)n < n"*,

Protoze kazdy ¢initel v souc¢inu (k4 1)(k+2)(k+3)...(n—1)n je kromé
prvniho vétsi nez k+ 1 a kazdy Cinitel tohoto soucinu je kromé posledniho
mensi nez n, jsou uvedené nerovnosti splnény a dusledku toho plati také

|
(k? + 1)n7k < % < nnflc7

Matematika — fyzika — informatika 22 2013 337



neboli
Elk+1)"F <nl <kln"Fk,

coz jsme chtéli dokazat.

Intervaly, v nichz podle dokdzanych nerovnosti lezi ¢islo n! jsou vSak
pomérné Siroké. Pripomenme jesté, Ze lepsi odhad dava tzv. Stirlingtiv
vzorec, ktery pro dostatecné velkd n urcuje ¢islo n! pomérné presné.

n n
n!l ~ <) 27,
e

kde konstanta e je zdklad pfirozenych logaritmi. Vystupuje i v nasledujici
vété, v niz ukdzeme odhad pro soucet prevracenych hodnot &isel n!.

Véta 4

Pro v8echna pfirozena cisla n plati

Diikaz. Vyjdeme z nésledujici nerovnosti, ktera plati pro vSechna pfi-
rozena cisla n:
1 1 1 1 1 1 1 1 1

4= — <l
TR TR T TR e D S S L DR U fapun p e

a kazdy ze zlomkt 1/(k—1)k vyjadiime jako rozdil zlomkt 1/(k—1)—1/k.
Dostaneme tak

cre (PN (Ao ()t
-7 \1 2 2 3) 777 \n=1 n) ~ n

coz jsme chtéli dokazat.

Uvedme pro uplnost, Ze se souctem prevracenych hodnot ¢isel n! se
setkdvdme pii vyjadfeni Eulerova ¢isla e (které je zdkladem pfirozenych
logaritmii) nekoneénou fadou. Plati

1 1 1 1 1
=qtmtytgto Tt
3! n!
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Vsimnéme si déle, Ze pro soucet prvnich n + 1 ¢lend (pro jeji (n + 1).
Casteény soudet) podle pravé dokdzané nerovnosti plati

1
,+ et <8

1+ ,+  + ,
n: n

1! 3!

To znamend, Ze ¢islo (konstanta) e je nejvySe rovno 3, coz je ve shodé
s tim, Ze jeho hodnota zaokrouhlend na deset desetinnych mist je e =
= 2,7182818285.
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Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tiloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh za-
vrsujici dvoustovku. Jejich feseni mizete zaslat nejpozdéji do 1. 2. 2014
na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo
také elektronickou cestou (pouze vsak v TEXovskych verzich, pfip. v MS
Wordu) na emailovou adresu: mfiQupol.cz. Zajimava a origindlni feSeni
tloh radi uverejnime.

Uloha 199
Nejveétsi spolecny délitel prirozenych cisel a, b, ¢ je 1. Dokazte tvrzeni:
Jsou-li
ab  bc ca
c’ a’ b
celé ¢isla, pak jsou druhymi mocninami vhodnych prirozenych cisel.
Jan Mazak
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