Odchylka dvou vektoru
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V tomto prispévku uvedeme snadné odvozeni formule pro vypocet od-
chylky dvou nenulovych vektori!) v roviné pomoci skalarniho sou¢inu.

Na rozdil od odchylky dvou piimek v roviné, ktera je charakterizovana
jako thel v, pro ktery plati 0° < ¢ < 90°, je odchylka dvou nenulovych
vektori v roviné definovana jako velikost konvexniho dhlu ¢, ktery oba
vektory sviraji, tj. plati 0° < ¢ < 180° (obr. 1).

Obr. 1 Odchylka ¢ vektori a a b

UvaZujme umisténi vektort a a b se spoleénym pocatkem ve stfedu
kartézské souradnicové soustavy Ozy v této roviné (obr. 2).
Necht a= (al, ag), b= (b17 bg), pfléemi

a; = |alcosa, az =|asina, by =|blcosB, by =|b|sinp,

lal = \/a% + a3, |b] = \/bF + b3,

jak je patrné z obr. 2.
Vyuzitim goniometrického vzorce pro kosinus ¢, kde ¢ = a — 3, mame
(viz obr. 2)
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D Nekdy téz thel dvou vektori.
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Obr. 2 Vektory v kartézské souradnicové soustavé

Odchylka ¢ vektort a = (a1, az2) a b= (by,bs) je tak dana vztahem

a1b1 + asbo a1b1 + agbs
cosp = =

ol 16l a2+ aZ-\/bF+0E

Vyraz a1b; + asbe se nazyva skaldrni soucin vektortu a, b a znadi se a- b.
Plati tedy

a-b
FRCE
Skutecnost, ze pro vypo¢tenou odchylku vektora plati 0° < ¢ < 180°,

garantuje Cauchyho-Schwarzova nerovnost, podle niz pro libovolné dvojice
redlnych &isel (a1, az), (b1, ba) plati (a1by +azbs)? < (a? +a3)(b? 4 b3). Pro

cosp =

nenulové vektory a = (a1, az2) a b= (b1, by) dostaneme po tpravé

la1b1 + azbs|
Vai+a3- B+ T

tedy
a1by + azbs

1<
Vi +a3-\/b] +b3

a proto 0° < ¢ < 180°.

Priklad 1

Vypoctéte odchylku vektort:
1) a=(1;v3), b= (=3;0);  2) u=(1;3), v=(2;1).

=cosp < 1,

1) cos1 = —1, tedy 1 = 120°. 2) cos pg = ?, tedy ¢ = 45°.
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Pozndmka. Protoze vektor 1ze reprezentovat jeho libovolnym umisténim,
mohou mit vhodné zvolend umisténi dvou vektort vzdy spoleény bod.
Jejich sméry jsou rtznobézkami, nebo rovnobézkami, urcujicimi rovinu,
v niz oba vektory lezi. Tedy i dva vektory v prostoru miizeme povazovat
za, vektory lezici v roviné.

V pifpadé trojrozmérnych vektori a = (ay,a2,a3) a b = (by, b, b3),

kde |a| = /a3 + a3 + a3, |b| = \/b? + b3 + 13, je jejich skalarni soucin

definovan vyrazem a1b; 4+ a2bs + asbs. Pro jejich odchylku ¢ pak plati
ai1b; + asby + asbs . a-b
VaZtal+al-/o2+0E+02  lal-|b

cosp =

Priklad 2
Je dan kvadr ABCDEFGH, viz obr. 3. Vypoc¢téte odchylku vektort
u=CF, v=CE, jestlize A[0;0;0], B[2;0;0], D[0;4;0] a |AE| = 4.
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Obr. 3

Reseni. Ziejmé C[2;4;0], E[0;0;4], F[2;0;4], tudiz u= F —C = (0; —4; 4)
av=FE—C = (—2;—4;4). Skalarni sou¢in u-v = 32, |u| = /32 = 4/2,
|v| = 6. Pro odchylku ¢ vektori u = CF a v= CFE dostavame
2v2
Cosp = ——
¥ 3
odkud ¢ = 19°28'.
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Priklad 3
Je déan pravidelny ¢tyrboky jehlan ABC DV | jehoZ vyska je rovna délce
hrany jeho podstavy. Vypo¢téte odchylku vektori u= DA av=VC.

Obr. 4

Reseni. Umistime jehlan ABC DV do kartézské soufadnicové soustavy,
viz obr. 4. Délku hrany podstavy ozna¢me 2z, potom A[0, 0, 0], B[2x,0, 0],
C[2z,2x,0], D[0,2x,0], S[x,«,0], V[z,z,2z], u = A— D = (0,—2z,0) a
v=C—-V = (z,x,—2x). Skalarni sou¢in u-v = —222, |u| = 2z, |v| = 2V/6.
Pro odchylku ¢ vektorti u = DA a v= VC dostaneme

—2x2 V6

COsSp = — " =,
v 2z -z -6 6

odkud ¢ = 114°5.?)
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2)Odchylka vektortt u = DA = CB a —v = CV je viak ¢ = 65°55'. Tu lze ziskat
také pomoci kosinové véty z rovnoramenného trojihelniku BCV, viz obr. 4.
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