Zajimavé matematické ulohy

Uvetejiiujeme dalsi ¢ast pravidelné rubriky Zajimavé matematické tlohy,
v niz mj. uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh. Jejich feSeni muzete
zaslat nejpozdéji do 15. 3. 2025 na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. lis-
topadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elektronickou cestou na emailovou
adresu mfiQupol.cz. Zajimava a originalni feSeni tuloh radi zverejnime.

Uloha 297
Dokazte, ze pro libovolné prirozené ¢islo n plati nerovnost
1 1 1 1 1 1

< 1.
12-2+1~22+22-3+2-32+ +n2(n+1)+n(n+1)2

Pavel Caldbek

Uloha 298
Trojuhelniku ABC' je vepsana kruZnice o poloméru g. Jeji teény rov-
nobézné po fadé se stranami a, b, ¢ trojihelniku z né&j vytinaji t¥i mensi
trojuhelniky, jejichz kruznice vepsané maji poloméry g,, 0p, 0.. Dokazte,
ze plati
0= 0a + 0b + Qc-
Josef Poldk

Dale uvadime fteSeni tloh 293 a 294, jejichz zadani jsme zvefejnili ve
druhém d¢isle letosniho (33.) roéniku naseho ¢asopisu.

Uloha 293

a) Kuchaf rozfezal kilogramovy bochnik syra na Sest dila vazicich alespon
50 g. Dokazte, ze z nich miZe nékolik vybrat a rozdélit je na dva talife
tak, aby se hmotnosti syra v obou talifich liSily méné nez 15 g.

b) Na kolik diléi vazicich aspon 1 g musi kuchaf tento bochnik rozdélit, aby
z nich bylo mozno nékolik rozdélit na dva talife tak, Ze hmotnosti syra
v obou talifich se lii méné nez 1 g? Najdéte nejmensi takovy pocet.

Pavel Caldbek
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Resent.

a) Z Sesti diltt syra miize kucha¥ vytvofit 26 — 2 = 62 riiznych podmno-
zin, které obsahuji jeden az pét dili, podle zadani o celkovych hmotnostech
od 50 g do 950 g, tedy v rozsahu 900 g. Tento rozsah kuchaf rozdéli na 61
stejnych useku. Jelikoz 15 - 61 = 915, existuji podle Dirichletova principu
dvé rizné podmnoziny, jejichz hmotnosti se nachazeji ve stejném tuseku,
tedy lisi nejvyse o 900/61 g < 15 g. Pokud z téchto dvou riznych pod-
mnozin kuchaf odebere pfipadné totozné dily syra, rozdil jejich hmotnosti
se nezméni a v kazdé z nich zbude aspon jeden dil, protoze v opa¢ném
pfipadé by jedna z nich byla podmnozinou druhé a jejich hmotnosti by se
lisily asponi o hmotnost jednoho dilu syra, tedy o 50 g. Kdyz pak kuchar
zbyvajici dily syra z obou (zmenSenych) podmnoZin poloZzi dva talite, jejich
hmotnosti se budou lisit o0 méné nez pozadovanych 15 g.

b) Stejnou tvahou jako v ¢asti a) ukdZeme, Ze pokud kucha¥ rozdéli
bochnik syra na deset dili, budou existovat jejich dvé rtizné podmnoziny
o jednom az deviti prvcich, které se lisi nejvyse o

(1000 —2-1)/(2"° —2) g =998/1022 g < 1 g.

Po odstranéni spole¢nych dilt z nich pak kucha¥ vytvori pozadované dva
talife. Jestlize se ndm podaii ukizat, ze z 9 dili o pozadovanych hmot-
nostech se to vzdy nemusi podafit, dokdZeme, Ze nejmensi hledany pocet
dilt je deset. Kuchafi se napt. miize podafit odkrojit z bochniku osm dili
o hmotnostech 2°-15g=15g,2'-15g=3g,22-15g=6g, ...,
27.1,5 g = 192 g, zbude mu dil o hmotnosti 617,5 g, ktera je o 235 g vétsi
nez soucet hmotnosti ostatnich dila. Tento zbyvajici dil se jisté na vyho-
vujicim talifi nemuze objevit. Z jednoznac¢nosti zapisu ¢isel ve dvojkové
soustavé dale plyne, Ze neexistuji dvé riizné podmnoziny prvnich osmi dili
se stejnymi hmotnostmi, tedy se 1isf aspon o 1,5 g.

Spravna teseni zaslali Radim Aulickyj, G Praha 6, Nad Aleji, Alexis Thé-
odore Dachary, LSG Letohrad, Miroslav Holecek, MG Plzen, Erik Jezek,
SSPS a G Praha 5, Tereza Kubinovd, G Praha 9, LitoméFicka, Vdclav Ku-
cera, SChS, ZS a G Cheb, Veronika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni,
Helena Muchovd a Jakub Trcka, oba GJK Praha 6, Lucian Poljak a Ste-
pdn Pospisil, oba GJS Prerov, Petr Stary, G Ceské Budgjovice, Jirovcova
a Patrik Stencel, MG Opava.

Netplna feseni zaslali Mykhailo Dektyar, GIN Praha 1, Richard Dobi-
Sek, MG Praha 6 a Marek Valkovic, G Zlin, Lesni ¢tvrt.
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Uloha 294

V ostrouhlém trojuhelniku ABC ozna¢me D a E priseciky os stran AC

a AB po fadé s pfimkami AB a AC. Déle ozna¢me F' a G body soumérné

sdruzené podle bodu A po fadé s vrcholy B a C. Dokazte, ze body D, E,
F a G lezi na téze kruznici.

Patrik Bak

Regeni. Jelikoz vnitini thel u vrcholu A trojihelniku ABC je ostry, lezi

body D a E po Fadé na polopfimkich AB a AC, ptitom body F' a G lezi na

polopfimkach opa¢nych. Ozna¢me « velikost vnitiniho thlu trojuhelniku

ABC u vrcholu A a b, ¢ po fadé délky jeho stran AC, AB. Dale necht jsou

Sy a S, po fadé stiedy téchto stran. Z pravouhlych trojuhelnika AS,D a

AS.FE plyne
1
‘AD| _ ‘ASb| _ Qb

cosa  cosa’

podobné
ic

[AE| =

cosa

Ze stfedové soumeérnosti se stfedem A dale dostavame
|AF|=|AB|=c¢ a |AG|=|AC|=b.

Proto

bc

= |AD| - |AF)|.

2cosa

Rovnost téchto soucinu je podle véty o mocnosti bodu A ke kruZnici po-
stacujici (i nutnou) podminkou k dokazovanému tvrzeni, tedy Ze body D,
E, F a G lezi na téZze kruZnici.

AE]-|AG] =

F
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Pozndmka 1. Misto véty o mocnosti bodu ke kruznici mizeme také dokon-
¢it dikaz nasledujicim zptusobem. Trojtuhelniky ADG a AEF maji shodny
vnitini thel u vrcholu A (o velikosti 180° — ) a stejny pomér stran

[AG| _
|AD[

) AF|
coso = ——.

|AE]
Jsou tak podobné, maji shodné vnitini ihly a tsecka F'G je vidét z boda
D a FE (lezicich v poloroving FFGA) pod stejnym thlem, coz opét dokazuje
tvrzeni — nyni pod le véty o obvodovém tuhlu.

Pozndmka 2. Muzeme také ukazat, Ze polomér r’ kruZnice opsané Gtyt-
thelniku DEFG zavisi pouze na poloméru r kruznice opsané trojihelniku
ABC' a velikosti thlu a. Podle kosinové véty v trojihelniku AGD plati

|IDG|* = |AD|* 4+ |AG|? — 2|AD| - |AG| cos(180° — ) =

2 4
+b2+b2:b2<2+ )

4cos? o cos? o

Trojiuhelniky ABC a AFG jsou ze stfedové soumérnosti vzhledem k vr-
cholu A shodné, velikost vnitiniho thlu GFA je tak shodna s velikosti
vnitiniho thlu ABC'. Podle (zobecnéné) sinové véty plati

r = DG = b \/2+4 r\/2+ 1
© 2sin|AGFD|  2sin|XABC| cos2ar cos?a’

Jiné teSeni. Stejné jako v predchozim feSeni oznaCme S, a S, po fadé
stfedy stran AC a AB. Ze stfedové soumérnost uréujici body F' a G plyne,
ze trojuhelniky AFG a ABC jsou shodné. Tedy jsou shodné i jejich vnitini
uhly AGF a ACB. Ostrouhly trojuhelnik ABC' je stejnolehly s trojihel-
nikem AS.Sb, body D a FE tak lezi po fadé na polopfimkach S.B a S,C a
souhlasné thly ACB a AS},S, jsou shodné. Uhly DS, E a DS, E jsou podle
zadani pravé, podle Thaletovy véty tak lezi body Sp a S, na (polo)kruznici
s primérem DE. Ctyruhelnik DES,S, je tak tétivovy a soucet velikosti
jeho vnitfnich dhla u vrchola D a S, je 180°, uhly AS,S. a EDA jsou
proto shodné. Tedy thly FGFE a FDFE jsou shodné, coz vzhledem k tomu,
ze body G a D lezi v poloroving E'F A, staci podle véty o obvodovém tihlu
k platnosti dokazovaného tvrzeni, tedy ze body D, E, F, G lezi na téze
kruznici.
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Pozndmka 3. Autor vytvoril tlohu pomoci svého programu GeoGen.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovcu, Radim Aulicky, G Praha 6, Nad Aleji, Albert Bako¢, GChD
Praha 5, Alexis Théodore Dachary, LSG Letohrad, Barbora Herynkovd
a Jakub Tréka, oba GJK Praha 6, Mikuld§ Horenek, WG Ostrava, Lukds
Komin, G Praha 4, Opatov, Tereza Kubinovd, G Praha 9, Litomé&Ficka, Ve-
ronika Mengikovd, AG Praha 2, Korunni, Jiri Preé, GJAK Uhersky Brod,
Petr Stary, G Ceské Budgjovice, Jirovcova, Patrik gtencel, MG Opava
a Martin Votechovsky, G Brno, t¥. Kpt. JaroSe.

Netiplné feseni zaslal Frantisek Jdchim z Volyné.

Pavel Caldbek
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https://github.com/PatrikBak/GeoGen
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