color: $color;
}
}

5. Zavér

Stru¢né jsme piredstavili preprocesor SASS, ktery vyznamné rozSifuje
syntaxi CSS. Samotny preprocesor je velmi jednoduchy a neni slozité jej
pochopit. Jeho zac¢lenéni do vyuku umozni studentim efektivnéjsi psani
CSS kodu. Pro uplnost jesté zminime zajimavou alternativu CSS prepro-
cesorii a to stylované komponenty.”?) Zjednodusené feceno stylované kom-
ponenty umozihuji generovat CSS kéd pomoci JavaScriptu. JavaScript na-
hrazuje omezeny kod preprocesoru, ¢imz ziskdme vyrazné vétsi moznosti
generovani CSS. Dodejme, Ze se ale nejedna o technologii, ktera je stejné
rozsifené jako CSS preprocesory.

Silnicéni sit
(Ulohy z MO kategorie P, 49. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

V 35. roéniku Matematické olympiady byla do soutéze zarazena nova
kategorie P (programovani) se sout&znimi tilohami zaméfenymi na algorit-
mizaci a programovani. Stalo se tak ve Skolnim roce 1985/86. V té dobé
se u nas zacaly objevovat prvni mikropocitace, ale nebyly jeSté rozsifeny
natolik, aby je mél k dispozici kazdy student a na kazdé skole. V pocatec-
nich ro¢nicich soutéze nebyly proto v kategorii P zadavany zadné praktické
tlohy. Soutézici odevzdavali FeSeni vSech soutéznich tloh pouze v pisemné
formé, svoje programy psali na papir bez odladéni na pocitadi.

V porovnéni s tlohami zadavanymi v MO-P v soucasné dobé, byly teh-
dejsi soutézni tlohy o néco snazsi. To odpovidalo situaci, kdy se vyuka
informatiky a programovéani na stfedni Skoly teprve postupné zavadéla
a jeji aroven byla oproti dnesku podstatné nizsi. Pfesto ale i mezi tlo-

20) styled-components.com
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hami z prvnich ro¢éniki MO kategorie P najdeme zajimavé problémy, na
jejichz feSeni si mizeme ukazat mnohé uzite¢né principy, dodnes pouzivané
pfi navrhu efektivnich algoritmi. S jednou takovou tlohou se nyni sezna-
mime. Pochazi z krajského kola 37. roéniku MO (8kolni rok 1987/88), tedy
v poradi z tfetiho ro¢niku kategorie P. Na jejim FeSeni si ukdZeme rizné
moznosti pouziti rekurze a metody odstraiovani neefektivity p¥i nevhodné
zvoleném rekurzivnim navrhu.

* ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok

Mezi n mésty oc¢islovanymi postupné od 1 do n je vybudovana jedno-
smérné silni¢ni sit podle téchto pravidel:

a) z kazdého mésta vedou nejvyse dvé silnice,

b) vedou-li z mésta dvé silnice, pak sméfuji do riznych mést,

¢) silnice vedouci z mésta ¢ sméfuje vzdy do mésta s ¢islem v&tsim nez i.

Uvedena silni¢ni sit je zaddna pomoci dvou celoéiselnych poli a, b inde-
xovanych od 1 do n takovych, ze n > 1 a pro vSechna ¢, 1 < ¢ < n plati
nésledujici t¥i podminky:

1.7 < ali] < n nebo afi] =0

2.4 < b[i] < nnebo b[i] =0

3. ali] # b[i] nebo ali] = b[i] =0

Pro vSechna i, 1 < i < n, vede piim4 silnice z mésta i do mésta ali],
jestlize a[i] > 0, a z mésta i do mésta b[i], jestlize b[i] > 0.

Sestrojte algoritmus, ktery urci, kolika rtznymi zpusoby se lze dostat
z mésta 1 do mésta n.

* ok % ok k Kk ok ¥ k% k % k

Uvedené zadani pfesné odpovida piivodnimu znéni soutézni dlohy. Kdyz
si popsanou silniéni sit vyjadifme v soucasné terminologii teorie grafi,
jedna se o acyklicky orientovany graf s n vrcholy, v némz z kazdého vr-
cholu vedou nejvySe dvé hrany. Navic médme piimo zadano topologické
usporddani vrcholt tohoto grafu: vrcholy jsou ocislovany tak, ze kazda
hrana grafu vede z vrcholu s niz§im ¢islem do vrcholu s vys$im &islem. To
znamené, ze pokud bychom si nakreslili vrcholy s ¢isly od 1 do n v tomto
poradi zleva doprava, vSechny hrany grafu by smérovaly zleva doprava.
Nasim tkolem je uréit pocet ruznych cest, které vedou z vrcholu 1 do
vrcholu n.

Nez za¢neme tlohu fesit, uvédomme si, ze pocet riznych cest, vedoucich
z mésta 1 do mésta n v silni¢ni siti s n mésty, muze byt velmi vysoky, do-
konce az exponencidlni vzhledem k hodnoté n. Predstavte si tfeba situaci
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pro n = 100 takovou, Ze z mésta 1 vedou silnice do mést 2 a 3, z kazdého
z nich vedou silnice do mést 4 a 5, z kazdého z nich vedou silnice do mést
6 a 7, a tak dale, az se dostaneme ke dvojic mést 98 a 99, z nichz vede
uz jen jedna silnice do cilového mésta 100. Nakreslete si sami obrazek, ze
kterého jasné vyplyva, Ze cestou po silnicich z mésta 1 do mésta 100 se
budeme celkem 49krat rozhodovat vzdy mezi dvéma moznostmi, kam jit
dale. Celkovy pocet riznych cest v tomto pripadé proto dosahuje obrovské
hodnoty 24°.

Ukazeme si nyni nékolik rtiznych zpusobi feSeni, které se budou lisit
asymptotickou ¢asovou slozitosti algoritmu, a tedy také rychlosti vypoctu
vysledného programu. Pfirozenym zptusobem se nabizi pouzit k feSeni re-
kurzivni funkci s parametrem z, kterd bude urcovat pocet riznych cest
vedoucich z mésta 1 do mésta x. Pro ziskani pozadovaného vysledku pak
bude postacovat, kdyz tuto funkci zavolame s parametrem n. Funkce muze
vypadat napiiklad takto:

def cestyl(x):
""" polet cest z mésta 1 do mésta x """

if x == 1:
return 1
pocet = 0
for i in range(1, x):
if al[i] == x or b[i] == x:

pocet += cestyl(i)
return pocet

Uvedena funkce cestyl presné kopiruje zadani dlohy. Pro x = 1 funkce
vraci vysledek 1, nebot z mésta 1 do mésta 1 se jisté dostaneme jednim
zpusobem (jiz tam jsme). Pro x > 1 najdeme vSechny silnice vedouci
do mésta x. Podle zadéani ulohy tyto silnice mohou vést jediné z mést
s niz8im ¢islem. Pfislusna mésta vyhledame v polich a, b a se¢teme pocty
cest vedoucich do téchto mést z vychoziho mésta 1. Tyto pocty ziskame
rekurzivnim volanim funkce cestyl.

Popsané feSeni je sice naprosto spravné, ale velmi neefektivni. Jeho
neefektivita spoc¢iva v tom, Ze rekurzivni funkce cesty! muze byt béhem
jednoho vypoctu opakované mnohokrat volana se stejnou hodnotou para-
metru. Kazdé takové zavolani funkce predstavuje znaéné mnozstvi prace
a velké ¢asové naroky zpusobené zejména dal$imi rekurzivnimi volanimi,
pritom ale vede vzdy k témuz vysledku. Mnoho stejné prace se stejnym
vysledkem se tedy vykon&va zbytecné opakované. Vyslednou hodnotu zis-
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kame tak, Ze vS8echny mozné cesty rekurzivné postupné projdeme vzdy ve
sméru od mésta n k méstu 1. Jiz jsme si ukazali, ze téchto cest mize byt az
exponencialné mnoho vzhledem k n, takZze vySe uvedena funkce cestyl ma
v nejhor§im piipadé exponencidlni asymptotickou ¢asovou slozitost. Pro
vyssi hodnoty n je tudiz prakticky nepouzitelna.

K feseni tilohy muzeme pfistoupit také z druhé strany a navrhnout re-
kurzivni funkci cesty?2 s parametrem x, ktera bude uréovat pocet riznych
cest vedoucich z mésta x do cilového mésta n. Vysledek tulohy pak zis-
kame zavolanim této funkce s parametrem 1. Funkce bude podobnéa jako
v predchozim piipadé. Pro parametr x = n funkce vrati vysledek 1, jelikoz
z mésta n do mésta n se dostaneme jedinym zpusobem. Pokud x < n,
snadno uréime mésta, do nichz vede prfimé silnice z mésta = — jsou to
mésta s Cisly alz], blx] (pokud jsou tyto hodnoty nenulové). Vysledkem
pak je soufet poc¢ti cest vedoucich z mést alz], b[x] do mésta n. Tyto
pocCty ziskdme rekurzivnim volanim funkce cesty2.

def cesty2(x):
""" polet cest z mésta x do mésta n """
if x ==
return 0O
if x == n:
return 1
return cesty2(alx]) + cesty2(b[x])

Funkce je o néco jednodussi nez v predchozim piipadé€, neobsahuje ve
svém téle zadny cyklus. Piesto ma ale stale exponencidlni ¢asovou slozitost
vzhledem k n. Zdivodnéni je stejné jako v prvni verzi feSeni.

Pokud se pii FeSeni tlohy setkdme s neefektivni rekurzivni funkci, ktera
je opakované volana se stejnou hodnotou parametru a pocita tak zbytecné
vicekrat tutéz hodnotu, mame zpravidla dvé moznosti, jak tuto neefekti-
vitu odstranit. Oba postupy si nyni ukdzeme. Prvni moznosti je doplnit
rekurzivni funkci globalnim polem, do kterého si budeme ukladat vSechny
hodnoty nasi funkce, které jiz zname. Pole bude indexovéano ¢isly jednotli-
vych mést (neboli hodnotou parametru pii zavolani funkee). Pied kazdym
zamyS$lenym rekurzivnim volanim v tomto poli zkontrolujeme, zda jsme
potfebnou funkéni hodnotu jiz pocitali nékdy diive. Jestlize ano, pouzi-
jeme hodnotu uloZenou v poli a nebudeme ji opakované pocitat rekurzi.
Jestlize ne, provedeme normalné rekurzivni volani a jeho vysledek nejen
pouzijeme k dal§imu vypoctu, ale také ho ulozime do naSeho pole pro
piipadné dalsi vyuziti.
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Popsany postup si nyni prfedvedeme naprogramovany. Je to obecny prin-
cip, ktery miizeme uplatnit jak na prvni, tak i na druhou variantu feSeni,
které jiz mame. V prvnim pifipadé budeme do pole ¢ na indexy mést 1 az
n ukladat pocty cest vedoucich z 1 do pfFislugného mésta, tzn. prvek c[z]
bude mit stejnou hodnotu, jakou vraci volani funkce cesty! s parametrem
x. Seznamy v Pythonu jsou indexovany od 0, takZe prvek ¢[0] nebudeme
vyuzivat. Na ostatni indexy seznamu c vloZime na zac¢atku vypocétu —1
jako pfiznak, Ze tuto hodnotu dosud nezname. Pocate¢ni hodnota c[1] =1
nam umoziuje zkratit vysledny kod funkce.

c = [0, 1] + [-1] * (n-1)

def cesty3(x):
""" polet cest z mésta 1 do mésta x
pocet = 0
for i in range(1, x):
if ali]l == x or b[i] ==
if c[i] == -
c[i] = cesty3(i)
pocet += c[i]
return pocet

V piipadé druhého Feseni postupujeme analogicky, hodnota c[z] ulozena
v poli ¢ bude nyni udavat pocet riznych cest vedoucich z mésta = do
mésta n. Pole ¢ si opét inicializujeme samymi —1 jako oznaceni, Ze zadné
hodnoty zatim nezname, pouze hodnoty ¢[0] = 0 a ¢[n] = 1 ndm podobné
jako v predchozim TeSeni zkrati vysledny kod.

c = [0] + [-1] * (n-1) + [1]

def cesty4(x):
""" polet cest z mésta x do mésta n
if clalx]] == -1: clalx]] = cesty4(alx])
if c[b[x]] == -1: c[b[x]] cesty4(b[x])
clx] = clalx]] + clblx]]

return c[x]

Pouziti pomocného pole na uloZzeni jiz spoc¢itanych hodnot nic nezméni
na spravnosti algoritmu, vypocet probihé stile naprosto stejnym zptso-
bem jako diive. Velmi zasadné se ale snizi pocet provedenych rekurzivnich
volani funkce cesty3 nebo cesty4. Funkce bude nyni zavolana s kazdou hod-
notou parametru nejvyse jednou, vSechna dalsi rekurzivni volani funkce
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budou nahrazena vyzvednutim potiebné hodnoty z pole c. Celkovy pocet
v8ech provedenych rekurzivnich volani funkce bude proto nejvyse n. Kazdé
provedeni téla funkce cestyd mé linearni ¢asovou slozitost vzhledem k n,
pokud jiz nepocitame slozitost rekurzivnich volani, nebot télo funkce ob-
sahuje jeden cyklus délky nejvyse n. Celkova ¢asova sloZitost funkce cesty3
je proto v nejhor$im pfipadé kvadratickd. Naproti tomu kazdé provedeni
téla funkce cesty/ probéhne v konstantnim ¢ase (opét bez zapocitani slo-
zitosti rekurzivnich volani), takZe toto feSeni ma celkové dokonce linearni
¢asovou slozitost vzhledem k n.

Na zavér ukdZeme jeSté jinou moznost, jak lze vyfesit problém s ne-
efektivitou rekurzivniho feSeni. Misto doplnéni rekurzivni funkce global-
nim polem na ulozeni jiz znamych funkénich hodnot tentokrat rekurzi zcela
opustime a nahradime ji cyklem. V ném budeme ve vhodném poradi po-
¢itat prislusné hodnoty a ukladat je do pole c¢. Vyznam prvki tohoto pole
pritom ztstane naprosto shodny jako v pfedchozim tfeSeni. Rozdil spociva
pouze v tom, Zze misto rekurzivniho vypo¢tu shora budeme hodnoty pocitat
itera¢né zdola. Dulezité je zvolit takové spravné poradi vypoctu, abychom
se v kazdém okamziku odkazovali pouze na ty hodnoty, které jiz mame
spocitané a ulozené v poli. Zde nam pomiiZze skute¢nost, ze zkoumana
silni¢éni sit predstavuje orientovany graf bez cyklid, ktery je topologicky
uspoiadany (tj. silnice v ném vedou pouze do mést s vy3$sim ¢islem).

Uvedenou nahradu rekurzivni funkce cyklem lze opét aplikovat jak na
predchozi feSeni s rekurzivni funkei cesty3, tak i na druhou variantu feSeni
s funkci cesty4. Vidéli jsme, ze funkce cesty/ je o néco Sikovnéjsi na zapis
Hodnoty c[x] budou tedy udavat podet cest pocet riznych cest vedoucich
z mésta r do mésta n. Prvky pole ¢ budeme poéitat postupné zprava
doleva, tzn. od indexu n doli k indexu 1. Tim budeme mit zajiSténo, ze
pii vypoctu c[z] budeme jiz znat potfebné hodnoty c[a[z]], c[b[x]].
def cesty5():

""" polet cest z mésta 1 do mésta n """
¢ = [0]*n + [1]
for x in range(n-1, 0, -1):

clx] = clalx]] + c[b[x]]

return c[1]

Vysledné feSeni je velmi kratké a elegantni. M4 zjevné linearni ¢asovou
slozitost vzhledem k poc¢tu mést n, nebot funkce cestys osahuje jediny
cyklus délky n.
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