Vsimnéme si déle, Ze pro soucet prvnich n + 1 ¢lend (pro jeji (n + 1).
Casteény soudet) podle pravé dokdzané nerovnosti plati

1
,+ et <8

1+ ,+  + ,
n: n

1! 3!

To znamend, Ze ¢islo (konstanta) e je nejvySe rovno 3, coz je ve shodé
s tim, Ze jeho hodnota zaokrouhlend na deset desetinnych mist je e =
= 2,7182818285.

Literatura

[1] Sivasinskij, I. Ch.: Néravénstva v zadacach (rusky). Nauka, Moskva, 1967.
[2] Kre¢mar, V. A.: Zadac¢nik po algebre (rusky). Nauka, Moskva, 1968.

Zajimavé matematické tilohy

Pokracujeme v uvefejnovani tiloh tradi¢ni rubriky Zajimavé matema-
tické tlohy. V tomto ¢isle uvadime zadani dalsi dvojice novych tloh za-
vrsujici dvoustovku. Jejich feseni mizete zaslat nejpozdéji do 1. 2. 2014
na adresu: Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo
také elektronickou cestou (pouze vsak v TEXovskych verzich, pfip. v MS
Wordu) na emailovou adresu: mfiQupol.cz. Zajimava a origindlni feSeni
tloh radi uverejnime.

Uloha 199
Nejveétsi spolecny délitel prirozenych cisel a, b, ¢ je 1. Dokazte tvrzeni:
Jsou-li
ab  bc ca
c’ a’ b
celé ¢isla, pak jsou druhymi mocninami vhodnych prirozenych cisel.
Jan Mazak
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Uloha 200
Pro komplexni ¢islo z plati

1
z4+—=-—-1
z

Urcete L2013 1
52013

Stanislav Travnicek
Déle uvadime feSeni dloh 193 a 194, jejichz zadani byla zvefejnéna
ve druhém ¢isle tohoto (22.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 193

Dokazte, Ze soustava rovnic
r+y+z=a,
22 4?4 2% = b2
s neznamymi x, y, z a redlnymi parametry a, b ma realné fesSeni, pravé

kdyz plati

5= v5

Jaroslav Svréek

Reseni. 7 nerovnosti mezi aritmetickym a kvadratickym priimérem real-

nych ¢isel z, y, z plyne
[22 4 42 + 22 ’ b ’
S _—m —_— =
3 V3

odkud po tpravé piimo plyne nerovnost

|<v5

_lxt+y+=z

03
3 )

’5‘ 3

5

Naopak z této nerovnosti plyne $b? — $a? > 0. Pak napiiklad trojice
realnych cisel

(z,y,2 (a— m ~a, fa+ \/i>

redlnym FeSenim dané soustavy, coz ovéfime dosazenim.

Jiné teSeni. MnoZinou vsech bodl prostoru, jejichz soutfadnice (z,y, z)
vyhovuji rovnici 22 + y% + 22 = b? je kulova plocha se stiedem (0;0;0)
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a polomérem |b|. Analogicky, mnoZinou vSech bodi prostoru, které vyho-
vuji rovnici  + y + z = a je rovina. Tato rovina protind danou kulovou
plochu (a tedy soustava rovnic ma feSeni), pravé kdyz je jeji vzdalenost
od bodu (0; 0; 0) nejvyse rovna poloméru koule |b|. Podle zndmého vzorce
z analytické geometrie tedy

1- 1. 1.-0—
‘ 0+1-0+1-0 a§|b|'

V12412412

Snadnou tpravou tohoto vztahu dostaneme pozadovanou nerovnost, tj.

\%\sx/ﬁ

Pozndmka. Rovina = + y + z = a prochazi body 4; = (a;0;0), Ay =
= (0;a;0) a A3(0; 0; a), které spolu s bodem V' = (0;0; 0) tvofi pravidelny
trojboky jehlan, jehoz stény u vrcholu V' jsou navzajem kolmé. Vzdalenost
vrcholu V' od roviny A; Ay A3 pak mizeme také snadno vypocitat dvojim
vyjadifenim objemu jehlanu A; As AsV.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Anton Hndth z Mora-
van, Frantisek Jachim z Volyné, Jozef Mészdros z Jelky a Martin Raszyk
z G v Karviné.

Uloha 194

Zaci dostali za domaci tikol zvolit si t¥i kladné realnd é&isla, pak vypo-
¢itat podily libovolnych dvou z nich, pfi¢ist k nim tfeti ¢islo a vSech Sest
moznych vysledkid napsat do sesitu. Petr vypocital ¢isla %, %, %, 13—0, 4, 2—30
Pan ucitel se podival na Petrovy vysledky a fekl, Ze mé ve vypoctu chybu.
Petr znovu zopakoval vypocty (ted uz spravné) a zjistil, ze v jedné hod-
noté opravdu chybu udélal. Jak mohl pan ucitel bez znalosti t¥i Petrovych
Cisel zjistit, Ze Petr udélal chybu? Se kterymi ¢isly Petr pocital?

Pavel Calabek

Reseni. Ozna¢me Petrova zvolena ¢isla a, b, ¢ a Sest vypoctenych (sprav-
nych) vysledkit A, B, C, D, E a F. Plati

%+C:A, neboli a + bc = Ab,

b
-+a=DB, neboli b+ ca= Be,
c
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4
S8
Il

Q

neboli ¢+ ab = Ca,

4
Il
S

neboli a4+ ¢b = De,

+
S

I

&

neboli ¢+ ba = Eb,

Qs S0 ol Qo

neboli b+ ac = Fa.

+
o
I

o

Vynasobenim prvnich t¥i rovnic dostaneme
(a + be)(b+ ca)(c+ ab) = AbBcCa.

Podobné vynasobenim poslednich tii rovnic dostaneme po tpraveé
(a+ be)(b+ ca)(c+ ab) = DcFaFEb.

Odtud jiz nutné plati ABCabc = DEFabc, tedy ABC = DEF. O Sesti
vysledcich tedy pan ucitel vi, Ze mohou byt spravné, pravé kdyz soucin
nékterych t¥i z nich je roven soucinu t¥i zbyvajicich. Pro konkrétni Pet-

rovu Sestici se mize podivat na zlomky, jejichz Citatel ¢i jmenovatel jsou
délitelné 3. Ty jsou tfi %7 1—30, 23—0. Nikdy nemtze rozdélit Petrova ¢isla do
dvou trojic tak, aby soucin trojic mél ve jmenovateli stejnou mocninu ¢isla
3, proto Petr ve vypoctu chybil.

Nyni predpokladejme, ze Cisla a, b, ¢ jsou oznacena tak, ze Petr udélal

chybu v Sestém vypoctu. Z prvni a ¢tvrté rovnice plyne Ab = a+bc = Dec,

tedy % = %. Ze druhé a paté rovnice plyne

D b c A
neboli D 4
B-E=-=-2.
A D

Vypocitejme vSechny rozdily dvou Petrovych vysledkit (staci odecitat
pouze mensi ¢islo od vét§iho). Dostaneme tak ¢isla

1 17 7 37 11 8 10 . 5 3 25 2 10 8

Podobné vypocteme vSechny mozné hodnoty vyrazu % — % pro vSechny

mozné Petrovy vysledky (staci kladné). Dostaneme tak hodnoty
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7 24 391 63 1591 209 24 35 99 7 39 55 11 3 16

12757607 871207607 57 6107127407247 30" 2" 15"

Zjistili jsme, ze v obou fadach se nachézi pouze ¢islo % Pritom plati

20 10
3_,4 % _3_3
10 20 -
2 2 5 =

Pro ¢tvetice (4, B, D, E) tak mohou nastat dvé moznosti. Bud

10 20 5 20 5 10
AB,D,E)=|—,4, —, = b AB D E)=|—,=,— .
(7 9 7) (37a3a2>7 neo(, 9 7) (372a3a>
To znamena, Ze pro ¢islo a = B — % = F — % v obou pripadech plati

a = 2. Pro podil % = % plati bud % = 2, nebo g = %

Tteti rovnici ptivodni soustavy upravime na tvar

Ca
“4
;e

kde C' je jedno z cisel %, % Pro C = % dostaneme dvojice
11
b,e)=1{-,=
( ?C) <472)7
21
b,e)=(=,=].
v.o=(33)

Pro C = % podobné dostaneme dvojice

(3
(b,c) = (ié)

Prvni, druhé a ¢tvrta dvojice jsou ovSem ve sporu s prvni rovnici ptuvodni
soustavy ¢ +c = A.

b=

)

Zaveér: Petr zvolil ¢isla a = 2, b = %, c= % a chybu udélal ve vypoctu
g +c= %, misto néj chybné napsal %

Spravné reseni zaslal Jozef Mészdros z Jelky.
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