MATEMATIKA

Motyli kridla v lichobézniku
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Prirodovédecka fakulta UP, Olomouc

Mezi specilni ¢tyrihelniky v roving, s nimiz se zaci ¢asto setkavaji pii
vyuce planimetrie jiz od zakladni Skoly, pat¥i lichobézniky. Jsou to vSechny
konvexni ¢tyitahelniky, které maji prdvé jednu dvojici protilehlych stran,
jeZ jsou rovnobézné (zékladny lichobézniku).

V tomto ¢lanku se sezndmime s jednou diilezitou vlastnosti lichobéz-
nlku ktera nacham 51r0ke uplatnenl primo ve 5kolske praXI ale take pri
Tato vlastnost vSak nen{ v naSich ucebnicich geometrie pro 7S a SS speci-
alné zminovana. Zde ji uvedeme ve formé dvou praktickych tvrzeni s na-
slednymi ukazkami jejich pfimych aplikaci.

Véta 1 (motyli kiidla)

V libovolném lichob&zniku ABCD (AB || CD), kde M zna&i prusecik
jeho uhlopticek AC' a BD, maji trojuhelniky BCM a DAM stejné obsahy.
Diikaz. Obsah libovolného trojuhelniku XYZ (¢tyFahelniku XYZU) bu-
deme v celém prispévku znacit Sxyz (Sxyzu)-

Vzhledem k tomu, Ze vrcholy C, D lichob&zniku ABCD leZi na rovno-
bézce se stranou AB, maji trojihelniky ABC a ABD stejné obsahy, tj.
Sapc = Sapp. Z této rovnosti plyne (viz obr. 1)

Sapm + Spem = Sapc = Sapp = Sapm + Spam.

Odtud jiz bezprostiedné dostavame Spconr = Spanr, coz bylo tfeba doka-
zat.

Pozndmka. Dvojice trojuhelniki BCM a DAM v lichobézniku ABCD
pripomina motyli kiidla (viz obr. 1), odtud pracovni pojmenovani uvedené
véty.
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A a B
Obr. 1

Plati v8ak také nasledujici véta:

Véta 2

Necht ABCD je konvexni ¢tyfihelnik, v némz M je priisecik jeho thlo-
pricek. Maji-li trojuhelniky BCM a DAM stejny obsah, je ABCD budto
lichobéZnik se zakladnami AB a C'D, nebo rovnobéznik.

Drikaz lze vést formalnim obracenim postupu v ditkazu véty 1, a proto jej
ponechévame zéjemcim z fad ¢tenari.

V dalgi ¢asti uvadime pét FeSenych tloh, kde podstatnym zptisobem
vyuzijeme tvrzeni véty 1, popf. myslenky jejitho diukazu.

Priklad 1
Dokazte, ze téznice trojihelniku déli tento trojuhelnik na Sest mensich
trojuhelniki se stejnym obsahem.

Regeni. Uvedeme zde postup, ktery nevyuziva znamy poznatek, Ze tézisté
trojuhelniku déli kazdou téZnici v poméru 2 : 1. (To bude naopak bezpro-
stfednim disledkem vysledku naseho piikladu.)

Ozna¢me T t&zisté trojuhelniku ABC a K, L, M po fadé stfedy jeho
stran BC, CA, AB (obr. 2). Use¢ka KL je stfedni ptickou v tomto troj-
thelniku, které je rovnobézné se stranou AB, a proto ABK L je lichobéz-
nik, v némz podle véty 1 plati Sapr = Sprr.

Ozna¢me p = Sapr = Spxr. Analogicky také oznacime q = Spyr =
= SCLT ar= SCKT = SAMT~ 7Z rovnosti ‘AM| = |BM| plyne SAMT =
= SpuT, neboli r = g; podobné z rovnosti |BK| = |CK| plyne p = r.
Dohromady tak plati p = ¢ = r, coz jsme chtéli dokazat.
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Obr. 2

Priklad 2

V roviné je dan lichobéznik ABCD se zakladnami AB a CD, kde je
|AB| = a, |CD| = ¢, a v némz M znad&i prisecik jeho ahlopi#i¢ek. Pomoci
délek a a c vyjadiete hodnotu postupného poméru

Sapm : Spem : Scpm  Spam-
Resent. Predné si uvédomme, Ze trojihelntky ABM a CDM jsou podle
véty uu podobné s pomérem podobnosti a : ¢, viz obr. 1. Pro pomér jejich

obsahi pak plati
SABM:SCDM:CL21C2~ (1)

Navic také plati
|AM|: |CM|=|BM|:|DM|=ua:ec.
Odtud pro pomér obsaht trojihelnikic ABM a BC'M dostavame
Sapn : Spom = |AM|: |CM| =a:c=a”:ac. (2)
Podobné rovnéz plati
Spen i Sopym = |[BM|: |DM|=a:c=ac: . (3)
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Podle véty 1 plati Spenr = Span, proto hledany postupny pomér
ziskdme snadno spojenim vztahi (1)—(3).
ZAVER. Hledany postupny pomér obsahi trojuhelniki je tedy

. . . 2, 2.
Sam :Sem  Scpm : Spam = a“ ac: ¢t ac.

Priklad 3

Je dan trojihelnik ABC' a vnitini bod P jeho strany AB. Sestrojte
pfimku, které prochazi bodem P a soucasné déli dany trojuhelnik na dva
atvary se stejnym obsahem.
Regeni. Oznaéme M stied strany AB. Je-li P = M, je ziejmé C'P jedinou
hledanou p¥imkou, ktera déli dany trojuhelnik na dva trojuhelniky (AMC
a BMC) o stejném obsahu.

C

A P M B
Obr. 3

Zabyvejme se nyni piipadem, kdy P # M a uvazujme polohu bodu P
stejnou jako na obrazku, tj. P je vnitinim bodem tusecky AM (analogicky
lze postupovat, je-li P vnitfnim bodem tsecky BM). V tomto pripadé je
evidentné druhy krajni bod @ hledané pricky PQ vnitinim bodem strany
BC'. Uvazujme rovnobézku s PC' prochézejici stfedem M strany AB. Jeji
priisecik se stranou BC ozna¢me Q. CtyFahelnik PMQC je lichob&znik se
zdkladnami PC' a M @. Pro prise¢ik R jeho uhlopticek podle véty 1 plati
Sprm = Scrg- UkdZeme, ze PQ je jedina piicka pozadované vlastnosti.
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Vzhledem k tomu, Ze Sayc = Spmc a Spmr = Scor, plati, viz obr. 3

Sapgc = Saprc + Scor = Saprc + Spmr = Samc =
= Spmc = Semro + Scor = SMmro + Spvmr = SBPQ,

coZ jsme chtéli dokézat.

Piiklad 4 (viz [2], popt. [3])

Sestrojte primku prochézejici vrcholem C daného konvexniho ¢tyfihelni-

ku ABCD, ktera déli tento ¢tyFtahelnik na dvé ¢asti (dva atvary) se stejnym
obsahem.
Resent. Hledana piimka prochazejici vrcholem C|, ktera vyhovuje podmin-
kam tlohy, protina (v bodé M) bud stranu AB (plati-li Sypc > %SABCD),
nebo stranu AD (pokud Sapc < %S 4Bcp)- Ulohu nyni vyfesime za pied-
pokladu, kdy nastane prvni piipad, viz obr. 4.

D

E A M B

Obr. 4

Na polopiimece BA za bodem A najdeme (sestrojime) takovy bod E,
pro ktery je obsah trojuhelniku EBC roven obsahu daného ¢tyituhelniku
ABCD. Rovnobézka s AC, ktera prochézi vrcholem D, protiné polopfimku
BA v hledaném bodé E. Ctyrthelnik EACD je totiz lichobéznik se za-
kladnami AC' a DFE, v némz trojihelniky ACD a ACE maji stejné obsahy
(nebot maji shodné vysky ke spole¢né strané AC). Plati tudiz

Sapcp = Sapc + Sacp = Sasc + Sace = SeBC,

coz jsme chtéli ukazat.
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Druhym krajnim bodem (M) hledané pricky C' M konvexniho ¢tyFiahel-
niku ABCD je pak (diky rovnosti obsahti trojahelniku EBC a ¢tyitahelniku
ABCD) stted strany EB ziskaného trojihelniku EBC, viz obr. 4.

Pozndmka. Snadno vidime, Ze piipad, kdy Sapc > %SABCD, je ekvi-
valentni situaci, kdy M je bodem tusecky (strany) AB. Pokud Sapc =
= %SABCD, je M = A. V piipads, Ze stejny postup pouzijeme i ve dru-
hém piipadé, tj. Sapc < %SABCD, lezi stfed M tsecky EB vné strany
AB. V takovém pfipadé je nutno zkonstruovat bod E na polopfimce DA
za bodem A a bod M hledat jako stied tsecky DE.

Piiklad 5 (Kazasska MO, 2004,/2005, viz [1])

Dany konvexni pétithelnik je kazdou ze svych thlopfi¢ek rozdélen na
¢tytahelnik a trojihelnik, ktery ma obsah 1. Urcete obsah tohoto pétia-
helniku.

Reseni. Uvazujme konvexni pétithelnik ABCDE, ktery vyhovuje podmin-
kéam ulohy. Prisecik jeho thlopiicek AD a BE oznafme P, viz obr. 5.

A . E

P

C
Obr. 5

Podle zadani maji trojihelniky ABE a AED stejné (jednotkové) ob-
sahy. Vrcholy B a D uvazovaného pétituhelniku lezi proto na rovnobézce
s AE, tj. BD || AE. Cty¥rthelnik ABDE je tedy lichob&znik se zékladnami
AE a BD. Analogicky lze dokazat, ze také AD || BC a CD || BE. Od-
tud bezprostiedné plyne, ze ¢tyithelnik BC'DP je rovnobéznik. Vzhledem
k tomu, 7e SBCD = 1, je SDPB = 1, a tedy SBCDP = 2.
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Ozna¢me x = Sapp = Sppp, potom Sgpap = 1 — x. Pro obsahy
trojuhelniki ABP, EAP, BDP a DEP pak plati

r  Sapp |BP| Sppp 1

1_x_SEAP_ ‘EP‘ _SDEP_57

coZ po upravé vede k FeSeni kvadratické rovnice

24+rx—-1=0

s jedinym kladngm realnym kofenem z = %(\/5 —1).
ZAVER. Pro obsah S pétithelniku ABCDE, ktery vyhovuje podminkim
ilohy, tak plati

S = Spopp +Sapp +Spep +Spap =2+r+zr+(1—z)=3+z=

=3+ 5(/5-1) = 5(5+ V5)

Upozornujeme ¢tenare, ze dalsi primé aplikace vét 1 a 2 lze nalézt mj.
mezi ulohami nasi MO (napf. v roence 53. ro¢niku MO, tloha C-I-2,
autor J. gvréek) nebo tloha ¢&. 295 z rubriky Zajimavé matematické ilohy
naseho Casopisu, jejimz autorem je J. Kalinowsks. Regeni této tlohy na-
jdete v tomto ¢isle MFI (ve stejnojmenné rubrice).

Zajemcum o uvedenou problematiku je uréena také posledni (bonusova)
tloha, pfi jejimz FeSeni lze vyuzit vysledku piikladu 4.

Priklad 6

Necht P je vnitfnim bodem strany C'D daného konvexniho ¢tyfuhelniku
ABCD. Sestrojte piimku, ktera prochazi bodem P a soucasné déli dany
¢tyiahelnik na dva utvary se stejnym obsahem.

[Ndvod. Je tieba rozlisit 3 pripady: a) pro druhy krajni bod @ hledané
pricky PQ plati Q € DA, pravé kdyz Sapp > %SABC& b) Q € BC,
pravé kdyz Sgpc > %SABCD, ¢) Q € AB ve viech ostatnich p¥ipadech.]
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