O vazanych extrémech funkei

DAG HRUBY

Jevicko

S pojmem vdzany extrém je spjata tloha, v niz hledame extrémy funkce
(zpravidla vice proménnych), a to pii platnosti omezujicich podminek pro
jejil proménné. Mezi ¢asto pouzivané prostiedky pii vySetfovani vazanych
extrému funkce patii metoda Lagrangeovych multiplikatorta. Jeji pouziti
viak vyzaduje hlubsi znalosti z vy3$si matematiky.

Cilem tohoto prispévku je ukazat, jak lze ur¢it vazané extrémy nékte-
rych vyrazi (funkei) elementarnim zpisobem, vyuZitelnym i na stfednich

skolach.

Uloha 1
Uréete maximalni hodnotu vyrazu z + y, pokud plati 22 + 3% = 1, kde
z,y € R.

Resend. Predné si uvédomme, ze pro vSechna redlna ¢isla x, y plati
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kde rovnost nastane pouze v piipadé, kdyz x = y a soucasné plati x > 0,
y > 0. Po dosazeni do (1) za 22 + y* = 1 ihned dostaneme

x+y<\/T_\/§
2 — V2 27

odkud plyne z+y < v/2, pii¢emz rovnost nastane, pravé kdyz ¢ = y = 5

S

Maximalni hodnota vyrazu z + y je tedy /2.

Druhé Teseni (uzitim analytické geometrie). Uvazujme systém rovnobézek
z +vy = k, kde k je redlny parametr, a kruznici 22 + y?> = 1. Hledame
takovy bod o soufadnicich (z,y), ktery lezi na kruznici 22 +y?> = 1 a
souCasné na nékteré z piimek parametrického systému y = —x + k tak,
aby realna hodnota k byla maximélni. Témto podminkam vyhovuje pfimka
y = —x + k s nejvétsim moznym k, ktera je tednou kruznice 2% 4 y? = 1.
Tato tecna a osy soufadnic z, y vymezuji v I. kvadrantu rovnoramenny
pravouihly trojthelnik, ve kterém je bod dotyku teény T[zg,yo] stfedem
jeho pfepony. Odpovidajici norméla vedenad bodem T[zg,yo] ma rovnici
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y = x. To znamena, Ze pro soufadnice bodu T plati ¢y = yo. Po dosazeni
do rovnice 2% + y? = 1 snadno uréime, Ze je o = yo = g, tj. k= V2.
Grafické vyjadieni této situace je na obr. 1.
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Obr. 1

Vedle teény y = —x + /2 je zde zobrazena také tetna y = —z — /2,
ktera ur¢uje minimalni hodnotu vyrazu x + y, kterou je —v/2.

Treti FeSent (uzitim diskriminantu kvadratické rovnice, viz [1] nebo [2]).
Oznac¢ime-li z = z+vy, pak y? = (z—x)2. Do tohoto vztahu dosadime za y?
z rovnice 22 + y? = 1 a dostaneme kvadratickou rovnici s nezndmou z a
realnym parametrem z: 222 — 2zz + 22 — 1 = 0.

Protoze = je redlné c¢islo, musi byt diskriminant D této kvadratické
rovnice nezaporny, tj. D = 8 — 422 > 0. Odtud plyne |z| < /2, tedy
z € (—/2;v/2). Pro minimalni hodnotu z plati z = = + y = —/2, pro
maximalni pak z = = +y = /2.

V dalsi ¢asti se budeme zabyvat zobecnénim piedchazejici ulohy a jejimi
variantami.

Uloha 2
Uréete maximalni a minimalni hodnotu vyrazu ax + by v piipadé, Ze
plati 22 +y? =1, kde a,b,z,y € R, a # 0, b # 0.

Reseni (uzitim metody diskriminantu). Oznadime-li z = az + by, pak

y = (2 —ax)/b a tedy y?> = (z — ax)?/b?. Dosazenim za y? z rovnice
2% 4+ y? = 1 pak dostaneme

(a® + b2 — 2azx + 2° — b* = 0. (2)

Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025 15



Tato rovnice predstavuje kvadratickou rovnici s parametry a, b, z. Pro jeji
diskriminant plati

D = 4a%2% — 4(a® + %) 2% + 4(a® + bH)b? = 4(a® + b?)b* — 4b? 22

Z podminky D > 0 dostavame 22 < a? + b%. Odtud plyne |z| < Va2 + b2.
Minimaln{ hodnota je tedy z = —v/a? + b% a maximalni pak z = Va? + b2.
Pokud bychom zvolili napt. @ = 2,b = 1, dostali bychom po dosazeni
do (2) rovnici 5z? — 42z + 2% — 1 = 0, coZ je v soustavé souradnic Oxz
rovnice elipsy. Obr. 2 mtuzeme chéapat jako grafické feSeni dané ulohy. Vedle
minimélni hodnoty —+/5 je zde také hodnota maximalni v/5. Uloha 1 je
tak specialnim pripadem tlohy 2, kde a =1, b = 1.

NG

Obr. 2

Uloha 3
Pro z,y € R urcete maximalni hodnotu vyrazu xy v piipadé, ze plati
224y =1.

Reseni (uzitim analytické geometrie). UvaZzujme systém hyperbol zy = k a
kruznici 22 + y? = 1. Hleddme takovy bod o soufadnicich (z,y), ktery lezi
na kruznici 22 + y? = 1 a soucasné na nékteré z hyperbol zy = k, tak aby
hodnota k byla maximalni. Této podmince vyhovuje hyperbola zy = k,
ktera se dotyka kruznice 22 + 42 = 1, viz obr. 3. Tato hyperbola neprotina
osy soufadnic a tedy je z # 0, y # 0. Osy této rovnoosé hyperboly jsou
pfimky y = x a y = —z. To znamend, Ze pro soufadnice zg,yo bodu
dotyku plati x9 = yo. Z rovnice kruznice z2 4+ y? = 1 snadno zjistime, Ze
plati xg = yo = :I:g. Pro maximélni hodnotu k£ pak v obou piipadech
1

plati k = zoyo = 23 = 5
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Podobné miizeme postupovat pfi stanoveni miniméalni hodnoty vyrazu

zy = k. V tomto pfipadé y = —x = :I:g, a plati k = —%.

YA
V2l
2
0 2 x
2
Obr. 3
Druhé Fesend (uzitim metody diskriminantu). Oznadime-li z = zy, pak
y? = i—z (x # 0). Po dosazeni do této rovnice za y? z rovnice z? + y* = 1,

dostaneme x* — 2% 4 22 = 0. Dostavame bikvadratickou rovnici s nezna-
mou z a redlnym parametrem z, kterou po substituci x> = t pievedeme
na kvadratickou rovnici t? — ¢t 4+ 22 = 0. ProtoZe t je realné &islo, musi
byt diskriminant této kvadratické rovnice nezéporny, D = 1 — 422 > 0,
|z| < % Nejvétsi hodnota zkoumaného vyrazu z = xy je tedy z = % a jeho
nejmensi hodnota je z = —%.

Podobné jako v predchazejicich tlohach si ukdzeme grafické feSeni této
tlohy. Rovnice z* — 22 4 22 = 0 je v soustavé soufadnic Oxz rovnici Ge-
ronovy lemniskdty.") Obr. 4 miZeme chapat také jako grafické feSeni dané
tlohy. Kromé minimalni hodnoty —% je z obr. 4 patrna také maximalni

hodnota z, a to %

G |

Obr. 4

1) Camille-Christophe Gerono (1799-1891), francouzsky matematik.
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Uloha 4
Uréete minimalni a maximélni hodnotu vyrazu 22 + xy v piipads, Ze
plati 22 + y? =1, kde z,y € R.

Resent (uzitim metody diskriminantu). Oznac¢ime-li z = 22 + xy, pak pro
x # 0 dostaneme y? = (z — 22)?/22. Po dosazeni do tohoto vztahu za y?
ze vztahu 22 + 32 = 1 obdrZime rovnici

2zt — (22 4+ 1)a? + 22 = 0. (3)
Dostéavame bikvadratickou rovnici s nezndmou x a realnym parametrem z,
kterou substituci 22 = t pfevedeme na rovnici 2t2 — (2z + 1)t + 22 = 0.
Protoze t je redlné ¢islo, musi byt diskriminant této kvadratické rovnice
nezaporny, D = —42%2 + 4z +1 > 0, |2z — 1] < v/2. To znamena, Ze je
z € (1_7‘/5, %) Minimalni hodnota je tedy z = 1_2‘/5. Rovnice (3)
odpovida v kartézské soustavé soufadnic Ozz kiivce na obr. 5.
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Obr. 5

Ve 28. ro¢niku mezinarodni soutéze Matematicky duel, ktera se konala
v listopadu 2024, byla v kategorii B, uréené zaktum 1. a 2. ro¢niku gym-
nézia, zadana nasledujici uloha: Necht x, y jsou libovolnd redlnd ¢isla, pro
kterd plati 2oz —y = 5. Urcete vSechny dvojice redlngch cisel (xz,y), pro
které nabyvd viraz 2 + y2 nejmensi hodnotu. Pokuste se tlohu vyf¥esit.
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