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V janovom ¢isle ¢asopisu MFI z roku 2022 bol v rubrike Zajimavé mate-
matické ulohy uvedeny problém, ktory navrhol Jaromair Simsa z PYF MU
v Brne (vid MFI roé¢. 31/2, str. 115, dloha ¢. 277). Tento problém zostal
pre ¢itatelov dva roky otvoreny. Zadanie tejto tlohy tu zapiSeme takto:

Nech D an si prirodzené c¢isla, pre ktore plati D < @ Rozhodnite,
¢i potom z kazZdej n-prvkovej mnoZiny po sebe idicich celyjch ¢isel mozno
vybrat takid neprdzdnu podmnoZinu, aby sucet jej prvkov bol delitelny ¢is-
lom D.

V tomto ¢lanku tato tlohu vyriesime s vysledkom, Ze odpoved je kladnd
pre vSetky popisané dvojice ¢isel D a n. Aby bol nas postup prehladnejsi,
uvedieme najprv jedno zaujimavé a uzito¢né tvrdenie z tedrie Cisel. Pri
jeho dokaze aj my vyuzijeme povodny autorov uzitoény obrat, ktory je
prave vdaka tomu dobre znamy pod nazvom Dirichletov princip. (Jeho
dalgie pocetné uplatnenia v tedrii ¢isel, geometrii a kombinatorike mozno
najst v rovnomennom zviizku ¢. 25 z edicie Skola mladych matematikii).

Dirichletova aproximacéna veta

Pre lubovolné redlne ¢islo x a lubovolné prirodzené ¢islo N existuji také
celé ¢islar a s, kde 1 < s < N, Ze plati

| < 1 ‘ r‘ < 1

st—1| < ——, 7resp. |zr——| < ——.

T N+1 b sl = s(N+1)

Doékaz. Uvazujme N &isel kx — | kx| pre k € {1,2,..., N}, ktoré vSetky

lezia v intervale (0, 1). Rozlisime 3 pripady:

> Pre nejaké k € {1,2,..., N} plati kax — |kz] € (0, ﬁ) Potom pre
_1

r:kaJ,s:kzmémeogsm—TSNH.
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> Pre nejaké k € {1,2,..., N} plati kxz — |kx] € (NLH,I). Potom pre
r=1+ |kz|, s =k mame — = < sz —r < 0.

N+1
> Pre kazdé k € {1,2,..., N} plati kz — [kz] € (57, 75)- V tomto
pripade rozdelme interval (ﬁ, NL-H) na N — 1 intervalov
1 2 2 3 N -1 N
N+1'"N+1)"\N+1'"N+1)" 777 \N+1'N+1,)"

KedZe nagich &isel je N a intervalov iba N — 1, podl'a Dirichletovho

principu musia niektoré dve z tychto ¢isel lezat v rovnakom intervale.

Najdeme teda &isla ki, ko € {1,2,...,N}, k1 > ko, také, Ze Cisla

a1 = kix — |k1z| a ag = kox — |kax] lezia v rovnakom intervale

s 1

dlzky w7 7. Potom

Ay < ——

jar — 42| < =

a teda mozeme polozit r = |k1z| — |kex], s = k1 — ka.

RieSenie SimSovho problému

Nech teda n, D su prirodzené ¢isla a plati D < % Dokazeme,

ze z kazdej m-prvkovej mnoziny za sebou iducich celych ¢isel moZzno vy-
brat neprazdnu podmnozinu so su¢tom prvkov delitelnym D. V priebehu
dokazu budeme uvadzat rozne obmedzenia na velkost &isla n; vratime sa
k nim v uplnom zavere.

Majme ¢ € Z a uvazujme mnozinu M = {a,a+ 1,...,a + n — 1}.
Nech r € Z a s € {1,2,...,n}. Pozrime sa, kedy je mozné vyjadrit rD
ako sicet s roznych prvkov M. Najmensi mozny stucet prvkov s-prvkovej
podmnoziny M je

(2a+s—1)s

A=a+(a+1)+...+(a+s—-1)= 5 ,

najvacsi zas

(2a4+2n—s—1)s

B=(a+n—s8)+...+(a+n—-1)= 5

Navyse, ak N je s-prvkova podmnozina M so suctom prvkov S < B, tak
vidy najdeme k € M\ {a+n — 1} také, ze k € N ak+ 1 ¢ N, potom
N\ {k}U{k + 1} je s-prvkova podmnozina M so sac¢tom prvkov S + 1.

26 Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025



Z toho vyplyva, ze sucty prvkov s-prvkovych podmnozin M st préve
vsetky celé ¢isla od A do B. Cislo rD sa teda da takymto suctom vy-
jadrit prave vtedy, ked

(2a+;—1)s <rD< (2a+2n2—s—1)s.

Ekvivalentnymi tpravami mozeme tito podmienku previest na

s—n r 2a+n-—1 n—s
<l < ,
2D ~ s 2D - 2D
¢o sa d& prepisat ako
2a+n—17ﬁ <n—s' (1)
2D S 2D

Mame dokézat, Ze pre kazdé a € Z existuja r € Z, s € {1,2,...,n}
take, Ze (1) plati.

Zacneme zopar jednoduchymi pozorovaniami:

1. Ak (r,s) spliia (1) pre a, tak pre kazdé k € Z plati, ze (r + ks, s)

spliia (1) pre a + kD. Stad nam teda uvazovat a € {1,...,D}.
2. Ak D—n+1<a<D,tak (r,s) = (1,1) splha (1). Pre dalsi rozbor
teda ostava a € {1,...,D —n}.

. Ak (r,s) splha (1) pre a, tak (s —r, s) splia (1) pre D —n + 1 — a.

Dalej teda sta¢i uvazovat a € (1, Z=241) NN, kedy 2¢t2=1 < 1

w

1) . _ s e
4. Prea=1 D = % mame 2¢82=1 — 1 mozeme teda polozit
r=1,s=n.

o _ n(n+l) 2 2a+n—1 __ n+1 _ 1 1
Prea=1,D = —5— — 1 mame =5— = n24tn—2 — n-1 2D’

moZeme teda polozit r =1,s =n — 1.

2a+n—1 > n+1

Vo vSetkych ostatnych pripadoch méme =55— > >0,

plati:
+1 iy 2 -1 1 1
> Ak a=1, tak D < % — 2, cize 7”3}3 = gE 2 n27fn—4'

2a+n—1 n+3 n+3 n+1
> Ak a > 2, tak =D > 5D > n(n+1) > n24tn—4-

(Posledna nerovnost plati pre n > 3.)

pretoze

ve v 5 . . 2 —1 1 1
Staéi teda uvazovat také a € 7Z, pre ktoré agg € <n2’r;_4, §>.

(Taky interval ma zmysel, ak n > 3.)
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Po predchédzajucich pozorovaniach vidime, Ze nam pre vsetky celé ¢isla
n > 3 stacéi dokazat nasledujuce tvrdenie:
Pre kazdé redlne x € <"7+1 1> existuju r € N, s € {1,...,n} také,

n24n—4’2
Ze
‘ r n—s
r——| < ——.
s n(n+1)

K doékazu si povSimnime, Ze &islo x = ﬁ v danom intervale lezi (ak

n > 3). Ak n21t11—4 <z < L5, zvolime r = 1, s = n — 1. Potom

< —_ e =
“n—-1 n?+n-4 (n—1)(n%2+n-4)

‘ r‘ 1 n+1 n*+n—4)—(n+1)(n—1)

n—3 1
= < kazdé n).
nd—5n+4 " n(n+1) (pre kazdé n)

Dalej nech x € (ﬁ, %> Podla Dirichletovej aproximacnej vety pre
1

N =n—2najdemer € Z, s € {1,...,n — 2} také, ze ’x—£| < sy

Z obmedzenia pre x vyplyva, Ze s # 1, a teda 2 < s < n. Potom pre také s

sta¢i overit ﬁ < %, ¢o sa ekvivalentnymi tpravami prevedie na
(n—1)s*+ (n —n?)s+ (n* +n) <0.

Ak vyraz na lavej strane nerovnosti oznaéime P(s), tak P je kvadraticka
funkcia s kladnym koeficientom pri s2, stadi teda overit len dve nerovnosti,
P(2)<0aP(n—2)<0:

> P2)=4(n—1)+2(n—n?)+n*+n)=n(7-n)—4<0pren>T1.

> P(n—2) = (n—1)(n—2)?+(n—n?)(n—2)+(n*+n) = n(7-n)—4 <0
pren>T.

Aj ked sa nam tvrdenie s aproximéaciou ¢&isla z podarilo dokazat iba
pre celé ¢isla n > 7, tvrdenie z pdvodného problému plati aj pre
n € {1,2,3,4,5,6}, ¢o mozno overit manudlne. Dodajme eSte, Ze tvr-
denie s aproximaciou ¢isla x plati aj pre n € {3,5,6}, neplati v8ak pre
n = 4 — to mozno overit manualne spoc¢itanim zjednotenia vSetkych inter-

valov <§ — nz’n__fl), S+ n("n_fl)> pre r,s€{1,2,...,n}.
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