Zajimavé matematické ulohy

V novém roc¢niku naSeho ¢asopisu pokracujeme v pravidelné rubrice
Zajimavé matematické tulohy, v niZz mj. uviddime zadani dalsi dvojice no-
vych tloh. Jejich feSeni miZete zaslat nejpozdéji do 15. 6. 2025 na adresu:
Redakce ¢asopisu MFI, 17. listopadu 12, 771 46 Olomouc nebo také elek-
tronickou cestou na emailovou adresu mfiQupol.cz. Zajimava a originalni
feSeni tloh radi zvefejnime.

Uloha 299
Je déan trojuhelnik ABC a bod D leZici na p¥imce AB, D # A, D # B.

Oznatme ka(Sa;74), kp(Sp;rB) po Fadé kruZnice opsané trojuhelnikiim
ADC, BDC.

a) Urcete polohu bodu D tak, aby obsah trojahelniku S4S5C byl co

nejmenst.
b) Urcete polohu bodu D tak, aby trojahelniky S4S5C a ABC byly
shodné.
Jaroslav Zhouf
Uloha 300

Necht a, b, ¢ jsou délky stran v libovolném trojuhelniku a t,, tp, t.
delky odpovidajicich téZnic (v obvyklém znaceni). Uréete nejmensi moznou
hodnotu vyrazu

a? b 2

V=—+—+—.
2 2 2

Jaroslav Surcek
V nésledujici ¢asti uvadime feSeni uloh 295 a 296, jejichz zadani jsme
zvefejnili ve tietim ¢isle loniského (33.) ro¢niku naseho ¢asopisu.

Uloha 295
Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojahelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Oznaéme E patu kolmice z vrcholu B k pfimce AD a F'
(F # A) prisecik pifimky AD s kruznici opsanou uvazovanému trojihel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.
Jozef Kalinowski (Polsko)

Reseni. Ukazeme, Ze ¢tyttuhelnik BFCFE je lichobéznik se zékladnami BF'
a EC, tj. BF | CE.
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Jelikoz A je stfedem oblouku BC' kruZznice opsané trojuhelniku ABC
a F' lezi na dopliikovém oblouku, jsou thly BFA a AFC shodné, oba
maji podle véty o obvodovém thlu velikost 60° jako uhly BCA a ABC,
piimka F'A je tak osou vnitiniho thlu trojihelniku BC'F. Podle véty o ose
vnitiniho thlu v trojihelniku BFC dale s ohledem na zadéni dostavame
|BF|:|CF|=|BD|:|CD| =2, tedy |CF| = %|BF\

A

Obr. 1

V pravotuhlém trojihelniku BEF je velikost vnitiniho thlu u vrcholu F'

rovna 60°, proto pro velikost pfilehlé odvésny plati |EF| = %|BF|, tedy
podle uvah vyse je trojihelnik FFC rovnoramenny s hlavnim tthlem u vr-
cholu F' o velikosti 60°. Tento trojihelnik je proto rovnostranny, a tedy
ihly FEC a EF B jsou shodné. Odtud jiz plyne rovnobéznost BF a EC),
tedy shodnost obsahti trojuhelnikit BFE a BFC, tedy i shodnost obsaht
trojihelnika BDE a CDF."
Jiné feSeni. OznaCme G prusecik pfimek BE a FC (obr. 2). Podle véty
0 obvodovém thlu jsou oba thly BF A a AFC shodné po fadé s uhly BC' A
a ABC, a maji tak shodnou velikost 60°. Piimka F'E je tak osou vnitiniho
thlu u vrcholu F' trojuhelniku BFG, jelikoZ je i kolméa na stranu BG, je
jeho vyskou a tedy i jeho téZnici. Bod FE je tak stfedem tusecky BG.

Ozna¢me H kolmy primét bodu C' na tsecku BG. Z podobnosti pra-
vouhlych trojuhelniki BED a BHC, resp. GEF a GHC plyne

2= |BD|:|CD| = |BE|: |HE| = |GE| : |HE| = |GF| : |GC].

DTy, motyli kitidla, viz tvodni ¢lanek tohoto &sla.
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Bod H je tak stfedem tsecky EG a bod C stfedem tusecky F'G. Tedy

Ny

jeho stranami a téZnicemi, maji tak shodné obsahy rovné Sestiné obsahu
trojuhelniku BF'G, coz jsme méli dokazat.

Obr. 2

Pozndmka. Rovnobéznost tseéek BF a C'E dokdzané v predchozim feseni
pak plyne z faktu, ze C'E je stfedni pfickou trojuhelniku BFG.

Jiné feseni. Uvedme jesté vypocetni feSeni. Ozna¢me J stied strany BC
(je i patou vysky) a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, Ze délka strany
rovnostranného trojihelniku ABC je 6. Dle zadani plati |AB| = |[AC| = 6,
|BJ| =3, |BD| =4, |JD| =1, |CD| = 2. Zname pak vysku rovnostran-
ného trojuhelniku a podle Pythagorovy véty v trojuhelniku AJD plati

AJ| = 3V3, |AD| = /JAJP +]GDP = 1/(3v3)2 + 1 = 2V7.
Obsah pravotihlého trojiuhelniku ADJ pak je
1 3
Sapr= §|AJ| -|JD| = 5\/§,

Pravouhlé trojuhelniky BDE a ADJ se shoduji ve vnitinim thlu pii vr-
cholu D a v pravych dhlech u vrcholi F a J, jsou tak podobné, pro obsah
trojuhelniku BDFE pak plati

_ BDI\ _3 g 4 \"_6
SBDE—SADJ<AD| —2\/§ N —7\/§~
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Obr. 3

Obsah trojahelniku ADB je
1
Sapp = 5|BD| - |AJ| = 6v/3.

Podle véty o obvodovém ahlu jsou ahly ABC a AFC shodné (maji veli-
kost 60°), trojihelniky ADB a CDF se shoduji ve vnitinich thlech u vr-
choli B, F a ve vnitinim dhlu u vrcholu D (vrcholové thly), jsou tak
podobné. Pro obsah trojuhelniku CF D pak plati

CD|\? 2 \* 6
o= (£B) s () =5

Tim jsme dokazali pozadované tvrzeni, Ze obsahy trojuhelniki BDFE
a CDF jsou stejné.

Spravna feSeni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Lubomir Hajdanka z Mi-
chalovet, Frantisek Jachim z Volyné, Radim Aulicky, G Praha 6, Nad Aleji,
Albert Bako¢, GChD Praha 5, Jakub Cyl, Michat Fronczek, Pawet Chwie-
doruk, Dawid Rotman, Piotr Szatan a Bartosz Wieczorek, vSichni II LO
Tarnowskie Gory (Polsko), Alexis Théodore Dachary, LSG Letohrad, Adam
Dedek a Richard Dobisek, oba MG Praha 6, Barbora Herynkovd, Helena
Muchovd a Jakub Tréka, viichni GJK Praha 6, Eliska Jaworskd, G Praha 8,
Ustavni, Erik Jezek, SSPS a G Praha 5, Veronika Mensikovd, AG Praha 2,
Korunni, Tomds Pazourek, G Brno, t¥. Kpt. JaroSe, Lucian Poljok a Ste-
pdn Pospisil, oba GJS Prerov, Jiri Pre¢, GJAK Uhersky Brod a Patrik
Stencel, MG Opava.

Netplné feseni zaslal Mykhailo Dektyar, GJN Praha 1.
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Uloha 296

Urcete nejmensi moznou hodnotu vyrazu
V = max{3a + b, 8a*} 4+ max{3b + a, 8b*},

kde a, b jsou realné ¢isla, jejichz soucet je roven 1. 3
Jaroslav Svrcek

Regend. Ziejmé max{3a + b,8a} > 3a + b a max{3b + a, 80>} > 3b + a.
Proto
V>Ba+b)+ Bb+a)=4(a+b) =4.

Rovnost nastane, budou-li existovat takova realna ¢isla a, b (a+b = 1), ze
3a+b>8d*> a 3b+a>8b% (1)
Souctem téchto nerovnosti ziskame
4=4(a+0b)>8(a®+b*) =8(a®+ (1 —a)?) = 16a® — 16a + 8.
Tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti
0 > 16a* — 16a + 4 = 4(2a — 1),

ktera je splnéna pouze pro a = %, atedy b= % V tomto piipadé jsou na
obou stranach obou nerovnosti (1) hodnoty 2, tj. tyto nerovnosti plati.

Nejmensi mozna hodnota vyrazu V je tedy 4, pri¢emz je této hodnoty
dosazeno, pravé kdyz a = b = 1.

Spravné feseni zaslali Karol Gajdos z Trnavy, Radim Aulickyj, G Praha 6,
Nad Aleji, Jakub Cyl, Bartosz Depta, Michat Fronczek, Pawet Chwiedoruk,
Anna Malcher, Dawid Rotman, Piotr Szatan, Bartosz Wieczorek a Filip
Zdebik, vsichni IT LO Tarnowskie Gory (Polsko), Alexis Théodore Dachary,
LSG Letohrad, Adam Dedek a Richard Dobisek, oba MG Praha 6, Mykhailo
Dektyar, GIN Praha 1. Eliska Jaworskd, G Praha 8, Ustavni, Barbora He-
rynkovd a Jakub Trcka, oba GJK Praha 6, Miroslav Holecek, MG Plzen,
Erik Jezek, SSPS a G Praha 5, Lukds Komin, G Praha 4, Opatov, Vero-
nika Mensikovd, AG Praha 2, Korunni, Tomds Pazourek, G Brno, t¥. Kpt.
Jarose, Jiri Pre¢, GJAK Uhersky Brod, Lucian Poljak a Stépdn Pospisil,
oba GJS Pierov a Marek Valkovic, G Zlin, Lesni ¢tvrt.

A7 po uzavérce minulého Cisla se jesté objevilo spravné feseni ulohy 294
od Heleny Muchové, GJK Praha 6.

Pavel Calabek
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