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Elektrostatické kyvadlo podobné jako Van de Graaffiv generator
(VAGQG) je pro uditele fyziky zakladnim demonstra¢nim nastrojem pii vy-
kladu elektrostatickych jevii. Vétsinou je pouzito pro demonstraci prace,
kterou vykoné elektrické pole deskového kondenzatoru pii pfenosu nabi-
tého micku na stolni tenis. Jednoduchou zménou vzdalenosti desek kon-
denzatoru muzeme také ukazat zménu frekvence kmiti, kterd s rostouci
vzdélenosti klesa. Disponuje-li experimentator zdrojem vysokého napéti
o ruznych hodnotach, muZze prokazat i zvySovani frekvence kmiti s ros-
toucim napétim mezi deskami kondenzatoru.

V uvodu prace struéné zminime riizné teorie dynamiky elektrostatického
kyvadla zahrnujici bud pouze vliv elektrického pole, nebo i tihové sily,
piipadné dalsi vlivy [1-7]. Detailni piehled vztahii pro vypocet frekvence
kmita jednotlivych teorii je uveden v Apendixu A.

Teorie pohybu elektrostatického kyvadla neni pouhym zajimavym stie-
doskolskym rozsifenim uciva, ale v urcitych specialnich pfipadech ma pfe-
sah i do oblasti termodynamiky [5], nanotechnologif [8], nebo problematiky
jevu ESD (electrostatic discharge) [9].

Obdobou elektrostatického kyvadla jsou tzv. Franklinovy zvony, které
patti mezi Skolni pomiicky zpestiujici svoji hudbou tradiéni experimenty.
Protoze pfi tomto experimentu dochéazi také k prenosu naboje mezi kla-
divkem a zvonky, lze teorii vysvétlujici procesy probihajici pii tomto ex-
perimentu pfiméfené aplikovat i na klasické elektrostatické kyvadlo. Né-
ktefi autori dokonce tento experiment vyuzivaji v ramci pregraduélniho
studia jako zajimavé laboratorni cvideni [10], dalsi vzali v avahu i ter-
modynamické aspekty statistické fyziky pfi feSeni pohybové rovnice kyva-
dla rozeznivajiciho zvonky [11]. Zmifime také teorii pohybu nabité ¢astice
v oscilujicim nehomogennim elektrickém poli, kde je mimo jiné diskutovan
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i pohyb ¢astice v homogennim poli, ovlivnény oscilaéni perturbaci [12], coz
je v makroskopickém méritku piipad elektrostatického kyvadla.

Pohybem fyzického kyvadla v odporujicim prostiedi s linearni zavislosti
odporové sily na rychlosti se zabyvaji nap¥. prace [13,14], které ale neuva-
zuji vliv elektrického pole. Pohybové rovnice lze nicméné rozsitit i o vliv
elektrického pole a Fesit tyto rovnice analyticky.

V ¢lanku nejprve jednotlivé modely vzajemné porovname s realnymi
vysledky experimentilniho meéfeni frekvence kmiti a nasledné navrhneme
realny model kmiti fyzického kyvadla, ktery pfinasi obecné feSeni zahrnu-
jici elektrické i tihové sily ptsobici na kyvadlo, koeficient restituce i odpor
vzduchu. Zdtuvodnime, Ze rychlosti pohybu kyvadla jsou na hranici mezi
laminarnim a turbulentnim proudénim, pfi¢emz lze sestavit pohybovou
rovnici fyzického kyvadla v odporujicim prostiedi podle Stokesovy rovnice
s explicitnim FeSenim a nikoliv podle Newtonova vzorce, kdy pohybovou
rovnici nelze Tesit analyticky. V druhé ¢asti prace se pokusime vysvét-
lit hodnotu koeficientu 7, ktery pfedstavuje pomeérnou ¢ast naboje pre-
neseného pii kontaktu kyvadla s deskou kondenzatoru, srovnanim casové
konstanty vybijeni VAGG s nahradnim RC obvodem. Srovnéni reilného
zapojeni VAGG s paralelnim RC obvodem bylo prezentovano napf. v [15].

Vzajemné elektrostatické ptisobeni mezi dvéma nabitymi koulemi, resp.
mezi nabitou kouli a nabitou rovinou jsou diskutovany v [16, 17]. Dil¢i
zaveéry téchto praci jsou vyuzity i v této praci v zavérecéné diskuzi.

Nakonec zminime i dalsi vlivy, které pisobi na pohyb kyvadla a tim i na
velikost jeho frekvence v homogennim elektrickém poli deskového konden-
zatoru. Jednim z nich je chaotické chovani kyvadla v blizkosti nabité desky,
jehoz popis byl publikovan v [18].

Pii vysvétleni teorie popisujici pohyb realného fyzického kyvadla prove-
deme soucasné diferenciaci vztahi pro frekvenci kyvadla na jednotlivych
arovnich od stredoskolské az po vysokoskolsky kurz.

Ukazeme také, jak mohou byt vysledky této prace aplikovany na stied-
nich skolach v rameci laboratornich cvieni p¥i méfeni napéti VAGG jako
zdroje vysokého napéti v experimentu s elektrostatickym kyvadlem. Za-
véry nicméné plati obecné pro libovolny pouzity zdroj vysokého napéti.

1. Teoretické odvozeni vztahu pro frekvenci kmita kyvadla

P1i odvozeni rovnice pro frekvenci kmitt kyvadla muZeme vyjit z riz-
nych fyzikalnich principd, které lze nalézt napt. v [1-7] nebo [11-14]. Pre-
hled rtznych typi kyvadel, ktera jsou umisténa do homogenniho elektric-
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kého pole, je pfehledné uveden v tabulce A1 Apendixu A. Modely M2 a
M9, které jsme navrhli v prvni fazi zkouméni, jsou okomentovany podrob-
néji v Apendixu B. U ostatnich modela, jejichz odvozeni najdeme v p¥islus-
nych publikacich, uvadime jen vysledny vztah pro frekvenci kmiti. Modely
M1-Mb5 pracuji pouze s elektrickym polem, modely M6-M9 zahrnuji i vliv
tihové sily, a jsou uvedeny v tabulce A2 Apendixu A.

V obecné roviné lze konstatovat, ze modely, které svym principem vy-
chéazi z frekvence kmiti matematického kyvadla, 1ze pomérné snadno vy-
svétlit na drovni znalosti gymnazidlniho u¢iva. Ostatni modely, které jsou
zalozeny na teorii fyzického kyvadla, nebo které piipadné pracuji s jinym
principem dynamiky kyvadla, patii svou podstatou do vysokoskolského
vzdélavani.

Pro odvozeni obecného feseni frekvence kmiti kyvadla jsme ve svych
tvahach vysli ze dvou modeli, které k feSeni pohybové rovnice kyvadla
pristupuji exaktnim zptsobem. Konkrétné se jedna o modely M4 a M5,
které strucéné predstavime nize.

Model M4, zahrnujici koeficient restituce, je detailné popsan v [4, kap.
3.2]. Koeficient restituce vyznamné ovliviiuje pohyb kyvadla pfi nepruz-
nych srazkach s deskami kondenzatoru a na zékladé experimentalné ovére-
nych vysledkii méfeni 1ze konstatovat, Zze model, ktery v sobé nezahrnuje
tento koeficient, nemuze poskytnout hodnoty frekvence, které koresponduji
s experimentalnimi daty na hlading statistické vyznamnosti 5% nejistoty.
Model M4 lze vyuzit pii vykladu pro studenty magisterského programu.

Stejnou trovenn vykladu poskytuje i model M5 [5]. Lépe srozumitel-
nym zpisobem neZ [4] provadi zavedeni koeficientu restituce, a dospiva ke
vztahu pro frekvenci, ktery je uveden v patém ifadku Tabulky Al. Jako
prvni model z vySe zminénych zavadi i bezrozmérny koeficient 7, ktery
udavé, jaka ¢ast naboje je prenesena z desky kondenzatoru na kyvadlo
pfi jejich kontaktu, nicméné dale nijak nerozvadi ani velikost tohoto para-
metru, ani jeho vypodcet. Tento parametr jsme nazvali koeficient prenosu
ndboje a jeho vypocétem jsme se zabyvali v Apendixu D.

Vyznamnym parametrem ovliviiujicim velikost vysledné hodnoty teore-
tické frekvence kyvadla je vzdélenost desek kondenzéatoru d, resp. reduko-
vana vzdalenost d’ = d — 2r, ktera predstavuje realnou vzdalenost, kterou
miize urazit koule kyvadla o poloméru r ve vodorovném sméru. Vétsina
modelt kromé modelu M4 nezohlednuje zkraceni vodorovné délky pro po-
hyb kyvadla, coz vede k vétsim rozdilim mezi teoretickymi hodnotami
frekvenci pro rizné hodnoty d a experimentalné naméfenymi udaji. Situ-
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aci ilustruje graf na obr. 3, ktery zobrazuje hodnoty frekvenci vypocitanych
na zakladé vztaht uvedenych v Tabulce Al a v Tabulce A2, v porovnani
s experimentalné naméfenymi hodnotami. Grafy na obr. 3 a obr. 4 ukazuji
porovnani stejnych experimentélnich dat s teoretickou predpovédi hodnot
frekvenci ndmi navrzeného modelu M10, ktery dava obecné feSeni zahrnu-
jici vSechny vyznamné vlivy a poskytuje nejlepsi shodu s experimentalné
naméfenymi hodnotami ze vSech modeli M1-M10.

Pohybova rovnice nabitého fyzického kyvadla v homogennim elek-
trickém a tihovém poli, jejichz vektory intenzit jsou vzajemné
kolmé

Realné kyvadlo sloZzené z koule o poloméru r a zavésu o délce L lze
povazovat za fyzické kyvadlo, pro které muzeme vyjadrit vysledny moment
pusobicich sil pomoci rovnice

kde M je vysledny moment sil vzhledem k ose otéceni prochazejici ve
vzdalenosti L od tézisté télesa, J je moment setrvac¢nosti kyvadla vici ose
otaceni, w, resp. € je thlova rychlost, resp. ithlové zrychleni a ¢ je thlova
vychylka kyvadla z rovnovazné polohy.

Asano ve svém odvozeni v [22] vySel z pohybové rovnice, ve které elek-
trickou sflu ¢F a tthovou silu mg v daném bodé& promitnul do sméru teény
k trajektorii, kterou je ¢ast oblouku kruznice. Pohybovou rovnici formulo-

val ve tvaru
o Isi El
— = —mglsinp — Ccos @,
2 glsing —q @
jejiz FeSeni pro malé vychylky kyvadla, napt. ¢ < 10° (tj. pro sinp = ¢),

lze vyjadiit vztahem (viz [22]):

qF
mg

© = @ cos (wt) — ( ) [1 — cos(wt)] — (%) sin(wt), (1)

kde w je thlova rychlost kyvadla dana rovnici

w:@:ﬁ. 2)

Vztah pro periodu kmiti vyjadiil Asano jako T = 2tq, kde ¢y je doba, za
kterou kyvadlo urazi drahu d mezi elektrodami. Vztah pro ¢y lze vyjadrit
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z rovnice (1) dosazenim hodnoty (g za . ProtoZe se jedna o relativné
slozity matematicky vyraz, odkazujeme pouze na jeho vyjadreni v [22,
rovnice (9)].

My jsme pfistoupili pfi feSeni pohybové rovnice z pohledu vyslednice R
elektrostatické sily F, = QF a tihoveé sily Fg = mg zobrazené na obr. 1,
kterou jsme promitli do sméru pohybu kyvadla. Moment sily ﬁR, kterou
ptisobi vlakno na kyvadlo, je vzhledem k bodu oté¢eni nulovy a nema tedy
vliv na feSeni pohybové rovnice.

Obr. 1 Schématické znazornéni sil ptsobicich na kyvadlo

Lze-li velikost vyslednice sil formulovat pomoci Pythagorovy véty jako

R =\[F&+ F2 = /(mg)? + (QEV”.

pak pramét této sily do sméru tecny k trajektorii v daném bodég, jak plyne
z obr. 1, je dan vztahem

R; = Rsin (a + ap) =+/(mg)? + (QE)?sin (a + ap) . (3)
Pohybovou rovnici lze pak jednoduse formulovat ve tvaru J ‘fT‘,?‘ = —RL,

ktery mizeme déle zjednodusit zavedenim substituce

dp da d?p B d’a

L T TR TR R T
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a priblizenim sin ¢ ~ ¢ na tvar

2
L4 2 g+ QP p=0. (@)

Rovnice (4) je homogenni diferencialni rovnice kmiti harmonického osci-

latoru, ve které vyraz
E\ 2
i+ (L) ] )
m

predstavuje druhou mocninu thlové frekvence. Je-li fyzické kyvadlo zkon-
struovano z plné koule o poloméru r a ty¢e o délce L, lze pro moment
setrvacnosti J této soustavy vzhledem k vodorovné ose prochazejici bo-
dem O s pomoci Steinerovy véty odvodit vztah

=g+ @B = "

2
J = gmr2 +mL?.

V piipadé duté koule, kterou je napf. i mifek na stolni tenis (PP micek),
je vlastni moment setrva¢nosti Jy dan rovnici (viz [19])

2 r2—r
Jo=2m-L "2 6
0 5m7":1))—7‘:2)’7 ()

kterou pro velmi malou tloustku miiZeme v limitnim pifipadé pro ry —re =

= Ar — 0 vyjadfit vyrazem Jy = %mr? Pro dutou kouli ve spojeni
s ty¢i dostaneme potom vysledny vztah pro moment setrva¢nosti vzhledem

k vodorovné ose prochazejici bodem O

2
J = §m7‘2 +mL>. (7)

stfedu koule, je rameno vysledné sily rovné délce kyvadla L, a pohybova
rovnice ma tvar rovnice (4).
Pro vyjadieni zrychleni a., které micku udéli elektricka sila, vyjdeme

ze vztahu (viz [5])
U\? eSn
Ge = (d> T (8)
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kde U je napéti mezi deskami kondenzéatoru o vzijemné vzdélenosti d a
aktivni ploe S, € je permitivita prostiedi, n je koeficient pfenosu naboje
a m hmotnost koule kyvadla.

Pro frekvenci kmitd byl pak v [5] se zapo¢itanim koeficientu restituce
k, odvozen vztah (viz Tabulka A1, model M5), ktery miizeme piepsat ve
tvaru

eSn 1+k U2

Mo =\ Sn 1ok @ ®

Pokud do vztahu (5) implementujeme rovnice (7-9), a vezmeme v tivahu, Ze
pohyb koule ve vodorovném sméru se dgje po redukované draze d’ = d—2r,
jak je spravné uvedeno v [4], miizeme rovnici (5) upravit na vysledny vztah
pro frekvenci kmitia fyzického kyvadla:

1 L LeSn (14 k, U\?
f=— | —= g4 =220 (2
o2n\| kir? + L2 8md \1—k, d

Rovnice (10), reprezentujici model M10 popisuje obecné feseni frekvence
kmitti realného fyzického kyvadla v homogennim tihovém a elektrickém
poli, kde plati F, 1 ﬁg. Model M10 soucasné zahrnuje vliv nepruznych
srazek mezi kyvadlem a deskami kondenzatoru skrze koeficient restituce ki,
koeficient pfenosu naboje n vyjadiujici pomérnou ¢ast naboje preneseného
z desky kondenzatoru na kyvadlo, ptisobeni tihové sily (charakterizované
tihovym zrychlenim g) a parametry ovliviiujici vlastni frekvenci kyvadla
jako je jeho délka L a moment setrvacnosti J = kymr? +mL?, kde k; = %,
resp. k1 = %, pro plnou, resp. dutou kouli.

Uc¢inime na tomto misté jesté malou vysvétlujici pozndmku k odvozeni
rovnice (10). Vyjdeme-li ze vztahu pro frekvenci matematického kyvadla
f= 2%\/%, miuzeme za predpokladu kolmych sil F, 1 F_"g uvazovat vy-
sledné zrychleni ve tvaru a = /g% + a2, kde a, je zrychleni odpovidajici
elektrické sile. Vztah pro frekvenci lze potom vyjadrit jako

1 /1 1 /1
N el 2 2 _ - |- 2 7,F2)2
f=g\ TV ta=o\7 Ve + (Lf2)?,

kde fe je frekvence kmiti dana rovnici (9). Jestlize nakonec vyraz 1/L
pro matematické kyvadlo nahradime vyrazem L/(kir? + L?) pro fyzické
kyvadlo, je pak vysledna frekvence kmitti dana vztahem (10).

2

(10)
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Pokud bychom uvazovali i odporové sily prostiedi vyjadiené Stokeso-
vym vztahem F, = 6murv, kde u je dynamicka viskozita, r polomér a v
rychlost koule, muZzeme vztah (10) rozsifit i o vliv odporovych sil prostiedi.
Jejich velikost je nicméné v pripadé micku na stolni tenis, jehoz maximalni
rychlost dosahuje v priméru velikosti cca 1 m/s tak mala, Ze vliv tohoto
¢lenu, ktery ma fadove velikost 1072 m/s?, na celkovou velikost frekvence
je zcela zanedbatelny a ve Skolnich podminkach navic neméritelny.

Vztah (10) pfechéazi pro U = 0 V na vztah pro frekvenci fyzického
kyvadla dany rovnici (2). Pokud zanedbame i rozméry koule (r = 0 m),
vzorec nabude dobfe znamého tvaru pro frekvenci matematického kyvadla
f= i\/% . 'V pripadé zanedbani vlivu tihového pole pro g < ae, tj.
v limité g — 0 m-s~2, rovnice (10) pfechazi na rovnici (9) uvedenou v [5].

Exaktnim FeSenim rovnice (4), spoleéné s poc¢ateéni podminkou (i—‘f) 0=
= 0, je funkce dana nésledujicim vztahem

o(t) = o cos(wt), (11)
coz je vyjadieni pro okamzitou vychylku harmonického oscilatoru. Srov-
nani teoretického vyjadieni (11) s experimentalné naméfenym pribéhem
kmiti je provedeno v zavéru nasledujici ¢asti.

2. Vysledky experimentalniho méreni frekvence kyvadla v po-
rovnani s teoretickymi hodnotami modeld M1-M10

Realizace experimentu je znazornéna na obr. 2. Pii realizaci byly pou-
zity rtuzné druhy kyvadel o délce v rozmezi 0,4 m az 1 m. Prvni kyvadlo
bylo vyrobeno z micku na stolni tenis o hmotnosti m = 2,9 g a poloméru
r = 2 cm, ktery byl pokryt tenkou vrstvou grafitu. Jako zavés bylo zvoleno
nylonové vlakno. Ve druhé varianté se jednalo o PVC mic¢ek o hmotnosti
m = 9,6 g a priméru 64 mm s nastfikem vrstvy Zn-Al, ktery byl zavé-
Sen na bavlnéné niti. Vzdalenost mezi ¢tvercovymi deskami kondenzéatoru
o délce strany 20 cm byla postupné nastavena na d = 8 cm, 10 cm, 12 cm,
14 cm, 16 cm, 20 cm a 24 cm.

Protoze je pohyb kyvadla relativné rychly, rozhodli jsme se pouzit pro
méteni rychlosti a zrychleni kyvadla video analyzu v programu Tracker,
podobnym zptisobem jakym jsme ji aplikovali na pohyb balénku s fetizkem
v [20]. Napéti mezi deskami kondenzatoru bylo generovano pomoci Van de
Graaffova generatoru, jehoZ vystupni hodnota byla experimentalné urcena
s vyuzitim video analyzy v programu Tracker jako U = 150(5) kV (viz [21]).
Frekvence kmitt byla méfena bezdratovym mikrofonem Vernier GO Direct
Sound pomoci programu Graphical Analysis.
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Koeficient restituce k, byl u micku na stolni tenis zvolen v souladu s [4],
kde autofi pouzili stejny micek, jako k. = 0,8. V pripadé PVC micku byl
metodou dle [4] zméFen koeficient restituce o velikosti k, = 0,74(2).

Hodnota koeficientu 7, ktery udava, jaka ¢ast naboje je pri kontaktu
micku s deskou kondenzatoru pienesena na micek, byla urcena nejprve
experimentalné a nasledné teoreticky odvozena z analogie vybijeni RC
obvodu, jak je ukdzano v Apendixu D. V obou pfipadech jsme dospéli
k hodnoté n = 0,32(1), resp. n = 0,36(4), pro micek na stolni tenis, resp.
PVC micek.

Obr. 2 Experimentélni design méfeni frekvence elektrostatického kyvadla

3. Vysledky métreni pro mic¢ek na stolni tenis a PVC micek

Experimentélné naméfené hodnoty pro micek na stolni tenis, resp. PVC
micek, jsou uvedeny v tabulce 1. Plocha desek kondenzatoru ¢inila v prv-
nim, resp. druhém piipadé S = 0,04 m?, resp. S = 0,02 m?. V piipadé
PVC micku kvili jeho praméru jiz nebyla mozna realizace se vzdalenosti
desek kondenzéatoru d = 8 cm. V zavérecné diskuzi se pak zabyvame i
vlivem priméru micku na volbu minimalni vzdalenosti desek.

Tabulka 1 Experimentalné naméfené hodnoty frekvence kmiti fyzického
kyvadla

Micek na stolni tenis PVC micek
m=29g, r=20cm m=96g, r=32cm
d/em| 8 10 12 14 16 20 24 |8 10 12 14 16 20 24
L/cm f/Hz f/Hz

100 (14,29 8,55 5,71 4,17 3,11 2,35 1,79 |xV) 5,56 4,13 2,97 2,37 1,70 1,31
80 [14,29 7,75 541 4,27 3,39 2,53 1,91|xY 5,03 3,51 2,50 1,76 1,50 1,35
60 |13,33 8,20 5,62 4,15 3,22 2,20 1,60|x) 5,62 3,77 2,99 2,33 1,62 1,36
40 |12,66 7.81 5,65 4,15 3,22 2,25 1,68|xY 4,70 3,33 2,54 2,02 1,72 1,50

Neméreno

)
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Hodnoty predikované modelem M10, tj. vztahem (10), uvadi tabulka 2.
Ve vypoctu frekvence pomoci rovnice (10) byly pouzity nasledujici hodnoty
veli¢in, které ztstaly v pritbéhu experimentu konstantni: U = 150 - 10% V,
e = 8,85-107!2 F/m. Protoze oba mic¢ky byly duté, byla do vztahu (10)
dosazena hodnota koeficientu ky = %

Na obr. 3 jsou znazornény teoretické hodnoty frekvenci, které predikuji
modely M1-M10 pro razné vzdalenosti desek d kondenzatoru pii délce
kyvadla L = 80 cm. Soucasné jsou zde zobrazeny experimentilné namérené
hodnoty z tabulky 2 pro mi¢ek na stolni tenis potfeny grafitem (f-exp-C),
resp. nast¥ikem micku Zn-Al barvou (f-exp-ZnAl).

Teoretické frekvence modelti M1-M10 v porovnani s experimentalnimi hodnotami

J(Hz)

100

# f-exp-ZnAl
# fexp-C
£ -M10 (Kodejska)

90

80 ® f-M9 (Kodejska)
+f-M8 (doubnut.com)
70 +f-M7 (youtube.com)
X W -M6(Forjan 3.3)
o @ f-M5 (Rezazadeh)
© L4 * f-M4 (Forjan 3.2)
- + {-M3 (Biezen)
40 | -M2 (Kodejska)
* @ M1 (Badi)
W
30
¢ W
20 * ”
. . * X
10 = O
IR ‘
0 ¢+ 8% ¥

0 0,05

o
[

0,15

o
~

0,25 0,3 d (m)

Obr. 3 Zavislost frekvence kyvadla na vzdélenosti desek kondenzatoru

Graf na obr. 4, resp. obr. 5, ilustruje experimentalni hodnoty z ta-
bulky 1, resp. tabulky 2, které porovnava s teoretickymi hodnotami nami
navrZzeného modelu M10 (Zluty trojihelnik). Experimentalni hodnoty jsou

vyznaleny Cervenym (PP micek), resp. modrym (PVC micek) kiizkem se
standardni chybovou tseckou.
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Tabulka 2 Teoretické hodnoty frekvence kmitii v zavislosti na parametrech
podle rovnice (7) modelu M10

Micek na stolni tenis PVC micek
m=29g, r=20cm m=96g r=32m>
plocha desek kondenzatoru: S = 0,04 m? | plocha desek kondenzatoru: S = 0,02 m?
k, =0,80, n=0,32 k- =0,74, 1n=0,36
d/cm | 8 10 12 14 16 20 24 8 10 12 14 16 20 24
L/cm f/Hz f/Hz

100 | 142 847 580 43 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
80 |13,9 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
60 |13,9 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 09 07
40 |139 834 571 423 33 22 16 |12 49 29 19 14 10 08

PPball: L = 100 cm PP ball: L =80 cm
S(Hz) 18 f(Hz) 18
16 l 16 T
1 X 14 >4
I I
12 12
0 [ 10 T
8 P4 fexp-C 8 fexpC
J [ f-mi0 T T M10
6 e T & =g ]
. I L1 . 1 i 1
2 T b4 J< 2 l 1 i
o 1 . I
0 005 01 015 02 025 03 dm) 0 005 o1 015 02 035 03 d(m)
PP ball: L = 60 cm PP ball: L =40 cm
J(Hz2) 16 f(Hz) 16
T
14 14
12 T 12 %
10 10
] 1
8 5 8
¥ ¥
b
1l [l
. X T . Ll :
b
: [ | : [ -
o l o -
o 0.05 01 015 02 025 03 d(m) o 005 01 015 02 025 03  d(m)

Obr. 4 Srovnani frekvenci modelu M10 s experimentéalnimi daty u PP micku

Porovnani teoretickych hodnot pro vychylku kmitt danych rovnici (11)
s experimentalnimi hodnotami ziskanymi pomoci video analyzy v pro-
gramu Tracker je prezentovano na obr. 6.
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Obr. 5 Srovnani frekvenci modelu M10

PVC ball: L=100 cm PVC ball: L =80 cm
s’ f(Hz) ¢
6 )[( 5 %
5
B
5 J, * fexp-PVC : L  fanp-PVC
T % Af-MI0PVC ‘[ AfMI0-PVC
2 -
2 F s
s % 5 i,
1 R A_ ]
0 d L}
T e &L am @ uE @ o o s o es e s s dE@
PVC ball: L=60 cm PVC balk: L=40 cm.
sz’ s
6 % B 1
5 T
4
4 % )L
3
3 1  fexp-PVC - fexp-PVC
~ 4{ ALMIOPVC E AFMIOPYC
I 2 l‘
" i
i 1
g t
1 A + % a
0 d(m) 0 d(m)
o 05 01 o 02 02s 03 0 005 01 015 02 o a3

s experimentalnimi daty u PVC micku

L =80 cm, d = 14 cm, f(fit) = 4.9 Hz, £ (M10) = 4.3 Hz

1(s)

L =380 cm, d=16 em. £(fit) =3.95 Hz. £(M10) =3.35 Hz
X@) o

s

58

x ()

L=100 cm. d=16 cm. f(fit) = 3.40 Hz, £(M10) =3.35 Hz

*(m)

1(s)

Obr. 6 Prubéh kmitt realného kyvadla (x-exp) a fitovaci funkce (x-M10)
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Z pribéhu experimentalné naméfenych dat (¢arkovana Sediva ¢ara s bo-
dy) a fitovaci funkce (plna ¢erné ¢ara) zaloZené na modelu M10 plyne, Ze
pfiblizné po 1 s od zacatku pohybu se kmity kyvadla ustali a kyvadlo
jiz kmité s frekvenci, ktera v pfipadé kyvadla o délce L = 100 cm, resp.
L = 80 cm, odpovida teoretické hodnoté dané modelem M10 s nejistotou
5 %, resp. 9 %. Podobné vysledky jsme ziskali i v pfipadé vzdalenosti
elektrod d = 12 cm a d = 20 cm. V pfipadé vzdélenosti desek kondenzatoru
d = 10 cm se nepodafilo provést fitovani na experimentélné namérena data,
ktera vykazovala charakter razti. Divodem mohou byt elektrostatické jevy
zmifiované v [18], resp. nesplnéni podminky dpyi, > 4r zminéné v patém

s ¥z

odstavci nasledujici ¢asti.

4. Diskuze

Cilem této prace bylo navrhnout redlny model fyzického kyvadla, ktery
by poskytoval dostateéné presné hodnoty frekvence fyzického kyvadla kmi-
tajiciho v homogennim elektrickém poli, které je souc¢asné kolmé na tihové
pole. Model M10, ktery je popsan rovnici (10), dava teoretické hodnoty,
které se od experimentalnd naméfenych lisi s presnosti do 4 % v pripadé
PP micku, resp. do 15 % u PVC micku.

Jak uZ bylo konstatovano Forjanem [4], Asanem [22] i jinymi, zna¢ny
vliv na vyslednou frekvenci mé hodnota restitu¢niho koeficientu k, a také
velikost nejistoty méteni koeficientu restituce [23]. V pfipadé micku na
stolni tenis jsme ovéfili platnost hodnoty k. = 0,80(2) uvedené v [4], ktera
vyraznym zpuisobem zpteshuje vysledky teoretické predpovédi vzhledem
k naméfenym datim. V zasadé lze konstatovat, ze modely neuvazujici
restituéni koeficient, nemohou poskytnout dostateéné presné hodnoty od-
povidajici experimentu.

Dalsim dulezitym faktorem, ktery ovliviiuje vyslednou frekvenci je hod-
nota parametru 7, ktery udavé, jaka ¢ast naboje je pri kontaktu kyvadla
s deskou kondenzéatoru pfenesena na kouli kyvadla. V obou pfipadech,
které byly zminény v tabulce 2, byly hodnoty koeficientu 1 pouZzité ve vy-
po¢tu frekvenci modelu M10 v souladu s hodnotami predikovanymi teorii
néhradniho RC obvodu, ktery uvadime v Apendixu D. V pfipadé micku
na stolni tenis, resp. PVC mi¢ku jsme pomoci video analyzy v programu
Tracker dospéli pomoci méfeni zrychleni a rychlosti odrazeného micku
k hodnoté n = 0,33(1), resp. n = 0,36(4). Pohyb PVC micku je vyrazné
pomalejsi, jak koneckoncu plyne i z dat tabulky 2, a kontakt PVC micku
s deskou kondenzatoru trva tedy delsi dobu nez u mi¢ku na stolni tenis.
Svou roli hraje v tomto pripadé i cca 3,3krat vétsi hmotnost PVC micku,
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které prispiva k celkové priblizné poloviénimu zrychleni PVC micku oproti
micku na stolni tenis.

7 tabulky 2 celkem zfetelné také plyne nezévislost namérenych hodnot
frekvenci kmiti na délce kyvadla L. Délka kyvadla se za¢ne projevovat
teprve v okamziku vypnuti VAGG, kdy kyvadlo za¢ne konat tlumené kmity.

Poslednim faktorem, ktery vyznamné ovliviiuje naméfené hodnoty, je
volba vzdélenosti d desek kondenzatoru. Jak miizeme pozorovat na obr. 5,
ve v8ech pripadech je teoretickd hodnota modelu M10 pro d = 10 cm
v piipadé PVC mic¢ku mimo interval standardni nejistoty experimentalné
zméfené hodnoty, zatimco v pfipadé micku na stolni tenis nic takového na
obr. 4 nepozorujeme. Domnivame se, Ze tuto skuteénost lze vysvétlit tim,
ze zatimco u micku na stolnf tenis byla minimalni vzdalenost d = 8 cm, coz
odpovida dvojnésobku priméru micku, v pfipadé PVC micku o priméru
6,4 cm byla miniméln{ vzdalenost d = 10 cma mensi nez 4r. Minimé&lni vzda-
lenost mezi deskami kondenzatoru by tak méla byt volena jako dp,in > 4r,
optiméalné se jevi volit tuto hodnotu jako trojnésobek priméru micku, aby
mélo kyvadlo dostatek prostoru a ¢asu zrychlit a dosdhnout tak rychlosti,
kterou predikuje teoreticky model. V pfipadé maximalni vzdalenosti de-
sek nepozorujeme v piipadé lehé¢iho micku na stolni tenis zaddny nesoulad
mezi teorii a experimentem, v pripadé téz§tho PVC micku lze vysledovat
na obr. 5 u vzdalenosti desek kondenzatoru nad 20 cm narustajici odchylku
teoretickych hodnot od experimentélnich. Elektricka sila ztraci dominanci
a zaCina prevladat ptisobeni tihové sily.

7 pedagogického hlediska je dulezity rozbor pitisobicich sil. Na trovni
gymnazia lze odvodit vztah pro frekvenci kyvadla ze vztahu pro mate-
matické kyvadlo, kde misto tihové sily pouzijeme vyslednou silu, ktera je
vektorovym souctem sily elektrické a tithové. Na trovni bakalafského studia
lze jiz odvodit pohybovou rovnici fyzického kyvadla a nasledné diskutovat
mozné reSeni.

Ackoliv Forjan v [4] pfedpoklada v nejobecn&jsim modelu vliv odporo-
vych sil prostfedi danych Newtonovym vztahem, ktery pocita s druhou
mocninou rychlosti, diky ¢emuZ nemuze byt pohybova rovnice feSena ana-
lyticky, ale pouze numerickym modelovanim, domnivame se, Ze tento pied-
poklad neplati, a odporové sily lze zahrnout pomoci Stokesova vzorce, ve
kterém je zavislost odporové sily na rychlosti linearni.

Video analyzou byly zméfeny maximalni rychlosti pohybu micku na
stoln{ tenis s priitmérnou hodnotou vyay = 1,0(2) m-s~1, coz je podle [13]
sice hodnota odpovidajici prechodové oblasti mezi laminarnim a turbu-
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lentnim proudénim, ale velikost Reynoldsova koeficientu R, = 2302 pro
micek na stolni tenis o rychlosti v = 0,9 m-s~! je bliZze hranici laminar-
niho proudéni, pro které je hodnota R. = 2300. I hodnota R, = 2530
pro rychlost v = 1,0 m-s~! je dle nageho nazoru spise piikladem lami-
narniho proudéni, pokud vezmeme v uvahu, Ze prechodna oblast je defi-
novana intervalem 2300 < R, < 4000, a teprve hodnoty vétsi nez 4 000,
odpovidajici rychlosti micku v > 1,6 m-s~!, Ize povaZovat za oblast turbu-
lentniho proudéni. Je-li tedy pfi pohybu kyvadla zavislost odporovych sil
na rychlosti jeho pohybu linearni, lze pohybovou rovnici fesit explicitné.
Tento piistup lze zvolit v magisterském studijnim programu, kde lze Tesit
prislusnou diferencidlni rovnici.

Vzajemny kontakt nabité koule kyvadla s nehybnou nabitou deskou
kondenzatoru je zcela jisté ovlivnén i dalsimi elektrostatickymi jevy, které
jsou diskutovany nap¥. v [16-18]. Nicméné z pohledu klasického labora-
tornfho cvideni na stfedoskolské nebo vysokoskolské drovni nepfinasi do
vyhodnoceni vysledkt méfeni zadné podstatné zmény.

Poslednim aspektem z pedagogického pohledu je moznost vyuzit vztah
pro frekvenci kyvadla pro nepfimé uréeni vystupniho napéti Van de Gra-
affova generatoru nebo jiného zdroje vysokého napéti, kterym nabijime
elektrody kondenzatoru. Méfeni frekvence kmiti pomoci klasického mik-
rofonu nebo bezdratového ¢idla Vernier Go Direct Sound je jednoduché,
stejné tak jako vyhodnoceni periody v programech Vernier Logger Pro
nebo Graphical Analysis. Méfeni frekvence kmitti kyvadla lze tak vyuzit
v rdmci laboratornich cvic¢eni jak na stfedni, tak na vysoké Skole.

Zaveér

Ukazali jsme, Ze jednoduchy model fyzického kyvadla zahrnujici pu-
sobeni obou sil, tj. elektrické i tihové, poskytuje dobrou shodu teoretic-
kych hodnot frekvenci kmitt s experimentalné namérenymi daty u riznych
druht kyvadel. Kyvadla se lisila nejen délkou, ale i hmotnosti nebo priumé-
rem koule. Nezanedbatelny vliv pak ma i material, ze kterého je kyvadlo
vyrobeno, protoZe jeho pruznost a pevnost ovlivituje hodnotu koeficientu
restituce.

Pouziti video analyzy v ruznych ¢astech procesu zkouméani pohybu fy-
zického kyvadla pak déva vyucujicimu moznost atraktivnim zpisobem
zpestiit bézné méreni periody kmiti kyvadla nebo pruzinového oscilatoru
o vyuziti netradi¢nich metod zkouméani dynamiky kyvadla na vSech trov-
nich pedagogického vzdélavani pii badatelsky orientované vyuce.
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Apendix A. Prehled teoretickych vztahti pro frekvenci kyvadla
v modelech M1-M9

Vypocet frekvence kmiti elektrostatického kyvadla v rizném provedeni
udéava Tabulka Al. Obecné ve v8ech uvedenych vzorcich plati, Ze U je na-
péti mezi deskami kondenzatoru, d je vzdalenost mezi deskami kondenza-
toru, d’ je maximalni vodorovné draha kyvadla, € je permitivita prostredi,
S je plocha jedné desky kondenzatoru, m je hmotnost télesa kyvadla, L je
délka kyvadla a g = 9,81 m-s~2. Ostatni veli¢iny jsou vysvétleny v posled-
nim sloupci Tabulky Al. Ve vzorcich je zachovano ptivodni znaceni velicin,
které autofi ve vzorcich pouzili.

Tabulka A1l Piehled vztahu pro frekvenci kyvadla modeld neuvazujicich
tihové pole

Model Autor Reference | Vztah pro frekvenci | Pozn.
. ; _u [c )
M1 Baddi [1] f = 8d\/ dpa C — kapacita kond.,

A — plocha desky
kondenzatoru,
p — hustota prostfedi

M2 Kodejska | Apendix B f= % squd

M3 Biezen 3] =550/

M4 Forjan 4] f=5/&2  He | ke = 0,80(2) koefici-

© ent restituce
; [ _ Aen  1+e 1

M5 Rezaeizadeh [{)] f=U &m = 1—e " 23 | A — plocha kond,,
n — koef. pfenosu na-
boje Q,

e — koef. restituce,
z — vzdalenost desek
kond.

Prvnim pfistupem pii vypocétu frekvence kmitt muze byt postup, ktery
byl pouzit v [1], kde je pohyb kyvadla ve zjednoduseném pohledu povazo-
van za rovnomérny piimocary pohyb, pti kterém pohybova sila piekonava
odporovou silu vzduchu v souladu s Newtonovym vztahem pro odporovou
silu prostfedi. Vysledny vztah pro frekvenci, ktery zavisi nejen na napéti
mezi deskami kondenzatoru, ale i na hustoté prostiedi, plose ¢elnfho fezu
kyvadla udava prvni fadek v tabulce A1l. Model je oznaden jako M1.
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Druhy model M2 vychézi z principu rovnhomérné zrychleného piimo-
¢arého pohybu kyvadla mezi deskami kondenzatoru a je az na koeficient
restituce shodny s modelem M4. Odvozeni vztahu pro frekvenci kmiti je
uvedeno v Apendixu B.

Posledni moznost{ je vyuziti vzorce pro matematické kyvadlo, ve kte-
rém je tihové zrychleni g nahrazeno elektrostatickym zrychlenim a, = Cfn—E
Tento vyklad je uveden napf. v [3], a je vhodnym zjednodusenim pro pre-
graduélni studenty bakalarského programu. Model je v tabulce A1 oznacen
jako M3. Modely M4 a M5 byly podrobné diskutovany vyse.

Tabulka A2 Piehled vztahi pro frekvenci kyvadla modeli zahrnujicich
tihové pole

Model | Autor Vztah pro frekvenci
-1
M6 | Forjan [4] f= %\/% [arccos (714?;:9;]?;3?1))]
A, B definovany v [4], ¢ast 3.3
QF

M7 | Gotpagar [6] | f= 5 g+Lm

FE — intenzita el. pole, QE _ eSUZ ﬁeHﬁc

m 2md?2 "’
g2+ QE
M8 | [7] f:ﬁ 72”7)
— intenzita el. pole, QE = %, F, 1 Fq
. SU2
M9 Kodejska \/leQ_‘_Lz g? + ;mdd,
Apendix B

Fyzické kyvadlo, F L F(;,
k1 = % pro plnou kouli, k1 = % pro dutou kouli

o 212
M10 | Kodejska f_;r\/w\/gz+ [Lginsg . (i::) (%) ]
cast 1.1 . .

cas k1 — viz M9, n — koeficient pfenosu @,

k. — koeficient restituce

Modely M6-M10 pocitaji kromé elektrické sily i s piisobenim tihového
pole. V modelu M7 je elektrické sila rovnobézna s tihovou silou, coz ale
neodpovida realné situaci. Model M8 uz zohlediiuje skute¢nost, ze smér
elektrické sily F. je kolmy na tihovou silu Fg, nicméné vychazi z jed-
nodussiho modelu matematického kyvadla a neuvazuje vliv restituénfho
koeficientu, ktery naopak uz zahrnuji modely M4-M6.

Matematika — fyzika — informatika 34 (1) 2025 63



Model M9, resp. M10 vychézi z pohybové rovnice fyzického kyvadla, jak
je ukazano v ¢asti 1, protoze kazdé realné kyvadlo je prikladem fyzického
kyvadla a pouziti zjednoduSeného modelu matematického kyvadla vede
k vé&tsi odchylce teoretickych hodnot od experimentélné namérenych, jak
ukazuje graf na obr. 3. Pfehled modelu zahrnujicich tihovou silu je uveden
v tabulce A2.

Apendix B. Odvozeni frekvence kmitd modelu M2 a M9 bez
pohybové rovnice

V modelu M2 je pohybova sila dle 2. Newtonova zakona F' = ma rovna
konstantni elektrické sile uvnitf homogenniho elektrického pole:

W, QU (CU? &SU?
Fe = = = = = ma.
d d d dd’
Zrychleni kyvadla vyjadiime ze vztahu pro drahu zrychleného pohybu ura-
zenou za polovinu periody T. Tato dréaha je sou¢asné piiblizné rovna re-
dukované vodorovné vzdalenosti d’ mezi deskami kondenzatoru. Plati-li,

ze d = 1a (%)2, plati pro velikost zrychleni a = 8d'/T? = 8d’ f2. Dosaze-
nim do vySe zminéného vztahu pro elektrickou silu ziskdme po pfislusnych
matematickych upravach vztah pro frekvenci kyvadla uvedeného v dru-
hém radku tabulky Al. Souc¢asné je tento vztah pro frekvenci az na ¢len s
koeficientem restituce stejny, jaky odvodil Forjan v modelu M4.

Model M9 je rozsifenim modelu M8, ktery vychazi z modelu matema-
tického kyvadla, do tvaru platného pro fyzické kyvadlo. Soucasné jsme
zohlednili skute¢nou drahu kyvadla ve vodorovném sméru d’, ktera se lisi
od vzdalenosti d desek kondenzatoru.

Apendix C. Odvozeni momentu setrvac¢nosti tenké duté koule

Zlomek
rP—ry A —B°
r—r3 A3 - B3
nejprve rozlozime na souéin podle pfislusnych vzorcti a po pfislusnych
tipravéch ziskdme vyraz dany vztahem

AP —B5 A*+ A’B+ A’B*+ AB® 4 B*
A3 —DB3 A2+ AB + B? '

Jestlize je slupka koule tenké4, miizeme vnitini polomér B vyjadiit jako
B = A — Ar, kde Ar je tloustka slupky koule. Dosadime-li pFredchozi

(C1)
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vyraz do vztahu (C1) a vypocitame-li limitu tohoto vyrazu pro Ar — 0,
dostaneme TeSeni vyjadiené vyrazem

At + A3(A— Ar)+ A2 (A — Ar)?> + A(A— Ar)3 + (A — Ar)?

lim =

Ar—0 A2+ A(A— Ar)+ (A — Ar)?
) 5
= §A2 = g’l"%

PiepiSeme-li vysledek zpét do rovnice (6), ziskdme vysledny vztah pro
moment setrvacnosti ve tvaru

2 b —rb 2 5 2
Jo=Zmi 2 _ £ 2.2 %42
0 5mr§’—r§’ 5m37“ 3mr

Apendix D. Odvozeni vztahu pro vypocet koeficientu prenosu
naboje 7

Proces nabijeni i vybijeni je ddn dobfe znAmym exponencialnim zako-
nem, viz [8], ktery popisuje vztah

Q(t) = CU, (1 - e—%) , (D1)

kde ¢len RC udéva tzv. ¢asovou konstantu obvodu.

Realny Van de Graafftv generator je mozné dle [15] reprezentovat para-
lelnim RC' obvodem. Hodnotu odporu R generatoru lze vypocitat z vy-
stupniho napéti VAGG a hodnoty maximéalniho zkratového proudu:

U 150-10°

R =
Nabijeci kondenzator mé dle idaju vyrobce kapacitu C' = 15 pF. Casova
konstanta generatoru je tedy RC' = 225 ms.

P1i kontaktu kyvadla s deskou kondenzatoru dochézi k prenosu pouze
zlomku néboje z desky na micek, ktery odpovida hodnoté koeficientu 7.
Tento koeficient musi nutné zaviset na velikosti ¢asu, po ktery je kyvadlo
v kontaktu s deskou kondenzatoru. Soucasné musi byt dany vyraz pro
koeficient pfenosu ndboje bezrozmérny a pro primérené dlouhy ¢as se musi
jeho hodnota limitné rovnat 1 (aplné nabiti). Témto podminkam zcela
vyhovuje vyraz v zéavorce rovunice (D1). Muzeme tedy koeficient pienosu
ndboje 1 zavést nasledujicim vztahem

n:l—e_RLC, (D2)
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kde RC je ¢asova konstanta zdroje napéti (v naSem piipadé VAGG) a ¢
je Cas, po ktery je p¥i kmitani kyvadla koule micku v kontaktu s deskou
kondenzatoru.

Tento ¢as muZeme experimentalné urcit pomoci video analyzy v pro-
gramu Tracker, ktery umoziuje zmérit rychlost i zrychleni micku pii od-
razu od desky kondenzatoru. Vyjadiime-li z obecného vztahu pro zrychleni
a = Av/At zménu Casu At po kterou doslo ke zméné rychlosti micku pfi
odrazu od desky, miZzeme vypocitat pribliznou hodnotu tohoto ¢asu jako
At = 82 = 172(171)5 = 2 s = 0,095 s pro rychlost dopadu v = 1 m-s~!
a zrychleni a = 21 m-s~2. Pro koeficient pienosu ndboje n tedy miizeme
rovnici (D2) formulovat ve tvaru rovnice

n=1-e Ao, (D3)
Hodnoty rychlosti a zrychleni micku na stolnf tenis i PVC micku véetné
vypocitaného koeficientu n podle vztahu (D3) udava tabulka A3 (na konci
¢lanku za literaturou).
Vysledné experimentalné uréené hodnoty koeficientu n = 0,33(1), resp.
17 = 0,36(4), pro micek na stolni tenis, resp. PVC micek, byly pouZity pro
vypocet frekvence kmitt modelu M10 a jsou ve vyborné shodé s teoretic-
kymi hodnotami, které byly pouzity pfi fitovani modelu M10 na experi-
mentalné namérené data frekvenci kyvadla.
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Tabulka A3 Experimentalné vypocitané hodnoty koeficientu pfenosu na-

boj

e 1 podle (D3)
Micek na stolnf tenis | d/cm | L/em | n | a/(m/s®) | v/(m/s)

m=29g r=20cm | 10 100 | 0,31 21,0 0,36
12 100 0,33 21,1 0,95
14 100 | 0,34 21,1 0,97
16 100 0,34 21,1 0,98
20 100 | 0,34 21,4 0,99
10 80 0,30 20,8 0,84
12 80 0,32 22,3 0,97
14 80 0,32 25,4 1,09
16 80 |o034| 238 1,11
20 80 0,33 22,5 1,02
10 60 0,30 21,7 0,88
12 60 0,33 26,4 1,17
14 60 | 0,32 24 4 1,07
16 60 | 0,33 92,8 1,03
20 60 0,33 22,8 1,04

PVC micek d/cm | L/cm n a/(m/s®) | v/(m/s)

m=96g, r=32cm 10 80 0,32 9,1 0,40
14 80 0,35 9,6 0,47
20 80 | 0,39 9.5 0,53
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