INFORMATIKA

Minimalni triangulace
mnohothelniku
(Ulohy z MO kategorie P, 50. ¢ast)

PAVEL TOPFER
Matematicko-fyzikalni fakulta UK, Praha

Dnesnim jubilejnim 50. dilem uzavirame dlouhodoby serial ¢lanki, ve
kterém jsme vés postupné seznamili s vybranymi soutéZznimi tlohami z Ma-
tematické olympiady kategorie P (programovani). Zminénych 50 ¢lanka
vychézelo na strankach naseho ¢asopisu od roku 2000 az do soucasnosti,
tedy po dobu plnych 25 let.

Tentokrat si ukazeme jednu klasickou kombinatorickou tlohu, ktera byla
zadana v celostatnim kole 39. roéniku MO kategorie P ve Skolnim roce
1989/90. Zabyva se tzv. triangulaci mnohothelniku, coZ znamena rozdéleni
jeho plochy na samé trojuhelniky pomoci thlopficek, které se vzéjemné
nikde nekfizi. Jak uvidime, efektivni feSeni této tlohy bude zaloZeno na
myslence dynamického programovani, coz je metoda velmi ¢asto vyuzivanéa
nejen v riznych soutéznich tlohach, ale i v programovani obecné. V nasem
serialu ¢lanktd o ulohéch z MO kategorie P jsme se s dynamickym progra-
movanim setkali jiz vicekrat, takZze technika dynamického programovani
nyni cely serial také symbolicky zakondi.

Jako obvykle se nejprve seznamime s presnym zadanim tulohy. Pavodni
soutézni tlohu jen mirné formulacné upravime, aniz bychom ovSem jakko-
liv zménili jeji smysl.
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Konvexni n-thelnik A, A, ... A, je zadan kartézskymi soufadnicemi jeho
vrcholi v roviné. Navrhnéte algoritmus, ktery uréi minimélni velikost jeho
triangulace. Zdtivodnéte spravnost navrzeného algoritmu.
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Rekneme, Ze n-thelntk Ay Ay ... A,, n > 3, je konvexni, jestlize viechny
jeho vnitini thly jsou mensi nez 180°. Uhlopfickou konvexniho n-thelniku
budeme rozumét kazdou tsecku spojujici dva rtizné vrcholy n-thelniku,
které spolu nesousedi na hranici (tj. nejsou spojeny hranou n-tthelniku).
Z kazdého vrcholu n-thelniku tedy vychézi celkem n — 3 tuhlopficek.
Triangulact konvexniho n-thelniku nazveme kazdy takovy soubor navza-
jem se neprotinajicich tuhlopficek, které rozdéluji plochu n-tthelniku na
samé trojuhelniky. O souc¢tu délek vSech uhlopfFicek, které tvoii triangu-
laci konvexniho n-tthelniku, budeme hovotit jako o wvelikosti triangulace.
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Pro vysvétleni tlohy miZzeme doplnit, Ze kazdy konvexni n-tthelnik s vice
nez tfemi vrcholy mé vice riznych triangulaci. Jejich po¢et ndm v zéavis-
losti na hodnoté n urcuji Catalanova ¢isla, ale tim se zde zabyvat nebu-
deme. Kazda triangulace konvexniho n-tthelniku je tvofena pfesné n—3 dh-
loptickami, které rozdéluji plochu n-thelniku na n — 2 trojahelnikt. Rizné
triangulace téhoz n-tthelniku mohou mit riznou velikost a my méame za
kol nalézt mezi nimi tu, jejiz velikost je nejmensi. Tuto hodnotu budeme
nazyvat minimdlnd triangulace.

Nase rozbory tloh zpravidla za¢iname primitivnim feSenim ,,hrubou si-
lou“, tedy metodou zkouseni vSech moznosti. Udélame to také nyni. Mini-
maln{ velikost triangulace daného mnohothelniku jisté mtzeme urcit tak,
ze postupné vygenerujeme vSechny mozné triangulace, spoc¢itame velikost
kazdé z nich a z takto ziskanych hodnot vezmeme minimum. Vypada to
jednoduse, ale algoritmus na systematické prochézeni vSech triangulaci da-
ného mnohotihelniku neni az tak aplné jednoduchy. Regenf nejsnaze zapi-
Seme ve tvaru rekurzivni funkce, ktera dostane ve svém vstupnim parame-
tru zkoumany mnohothelnik, v némz ma zjistit minimalni velikost trian-
gulace. Pokud je to trojuhelnik, funkce vrati nulu, nebot triangulace troj-
thelniku zadnou thlopficku neobsahuje. V opaé¢ném piipadé funkce umisti
postupné vSemi zpiisoby do mnohotihelniku jednu thlop¥icku. Kazdou ta-
kovou volbou thlopticky se plocha mnohothelniku rozdéli na dva mensi
mnohothelniky, jejichz minimalni triangulaci zjistime rekurzivni aplikaci
téze funkce. Minimalni velikost triangulace se zvolenou prvni thloptickou
je pak rovna souctu délky této uhlopricky a minimalnich triangulaci obou
vzniklych mensich mnohothelnikid. Vyslednou funkéni hodnotu ziskame
jako minimum z velikost{ triangulaci ziskanych pro vSechny mozné volby
prvni uhlopticky.
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Popsany postup je jisté spravny, nebot vybira minimum ze vSech moz-
nosti, jak 1ze mnohothelnik triangulovat. Casové je ovSem velmi neefek-
tivni, protoze pro mnoho mensich mnohothelnikt se mnohokrat opakované
pocita jejich minimalni triangulace. TataZz prace se tak provadi zbyteéné
vicekrat. Zkusime tedy popsany algoritmus trochu urychlit. V§imnéte si,
ze kazda triangulace mnohotithelniku musi obsahovat néjaky okrajovyj troj-
thelnik, tedy takovy trojuhelnik, jehoz dvé strany jsou zéroven sousednimi
stranami mnohothelniku. Jiz jsme si ukazali, ze triangulace n-thelniku je
vzdy tvofena n — 3 uhlopfickami a ty déli plochu daného n-thelniku na
n — 2 trojuhelniki. Cely n-thelnik ma ovSsem n stran, takze alesponn dva
z téchto trojihelnikt musi obsahovat dvé strany ptuvodniho n-thelniku.

Odtud plyne, zZe také hledana minimalni triangulace musi obsahovat né-
jaky okrajovy trojuhelnik. Budeme tedy postupné uvazovat takovi umis-
téni prvni thlopficky, ktera z plochy n-tthelniku oddéli néjaky okrajovy
trojuhelnik. Takovych moznosti je pouze n. Pro kazdou z nich nyni staci
provést vzdy jen jedno rekurzivni volani funkce na vznikly mnohothelnik
s n — 1 vrcholy.

Nez si ukazeme funkci realizujici popsany algoritmus, musime jesté vy-
fesit nékolik technickych implementacnich zélezitosti. V zadani ulohy se
vrcholy n-thelniku oznacuji ¢isly od 1 do n. Pro snadnéjsi vypocty se nam
ale bude hodit o¢islovat si je v programu od 0 do n — 1. Nebude to ni¢emu
vadit, je to jen interni znaceni, na vystupu programu s ¢isly vrchola vitbec
nepracujeme. Budeme totiZ ¢asto pot¥ebovat urcit k vrcholu A; &islo toho
vrcholu, ktery je vzdélen o d vrcholt po hranici mnohotihelniku. Takovy
vrchol mé Gasto ¢islo ¢ 4 d, ale musime podéitat také s tim, Ze za poslednim
vrcholem nasleduje opét prvni vrchol atd., uspofddani vrcholu je cyklické.
P1i o¢islovani vrcholi n-uhelniku od nuly ziskdme é&islo vrcholu, ktery na-
sleduje jako v poradi d-ty za vrcholem ¢, jednoduchym vypocétem s operaci
modulo (i + d)%n.

Kartézské souradnice vrcholi zadaného n-tthelniku si ulozime jednoduse
do seznamu a délky n, v némz na indexu ¢ budou uloZeny soufadnice vr-
cholu A; ve tvaru dvojice realnych &isel (tedy dvé proménné typu float).
Déle potfebujeme pocitat délky jednotlivych dhlopficek. K tomu pouzi-
jeme pomocnou funkei delka(a, i, j), ktera uréi vzdalenost vrcholia A;, A;.
Spocita ji jednoduse z kartézskych souradnic obou vrcholi jako vzdalenost
dvou bodt v roviné pomoci Pythagorovy véty.

import math
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with open('triangul.txt', "r") as f:
n = int(f.readline())
a =[]
for _ in range(n):

a.append([float(_) for _ in f.readline().split()])

def delka(a, i, j):
return math.sqrt((ali][0] - a[j1[0]) **x 2 + \
(alil[1] - aljI[1]) *x 2)

def triangull(n, a):
if n ==
return 0O
minim = math.inf
for i in range(n):
x = delka(a, (i-1)%n, (i+1)%n) + \
triangull(n-1, al[:iJ+ali+1:])
if x < minim:
minim = x
return minim

print (triangull(n, a))

Takto upravené feSeni je sice podstatné jednodussi z hlediska progra-
mové realizace i rychlosti vypoc¢tu, nez nase puvodni varianta, jeho ¢asova
slozitost je ovSem stéle jesté obrovska. V pivodnim n-thelniku zkousime
n moZnosti umisténi prvni thlopticky, pro kazdou z nich ziskdme (n — 1)-
-thelnik s n — 1 moZnostmi, pro kazdou z nich (n — 2)-thelnik s n — 2
moznostmi atd., takZe celkové projdeme témér n! zpusobi, jak rozmistit
thlopficky (ne aplné, protoZe u trojuhelniki jiz konéime). Z nich ovsem
mnohé ziskané triangulace budou navzajem shodné a budou se lisit jenom
tim, v jakém pofadi jsme jejich thlopficky umistovali. Stéle tedy prova-
dime mnoho shodnych vypoétt opakované.

Se stejnym problémem neefektivity primitivné navrzené rekurzivni funk-
ce jsme se v nafich ¢lancich jiz diive vicekrat setkali a uz jsme si také
ukézali vhodné postupy, jak lze tento problém fesit. Pfipomenme si tedy,
7e se nabizeji dvé zakladni cesty:

1) bud rekurzivni funkci doplnime o vhodnou globalni datovou struk-
turu, v niz si budeme ukladat minimélni velikost triangulace v8ech jiz spo-
¢itanych mensich mnohothelniki; tyto hodnoty budeme néasledné pouzivat
namisto zbyte¢ného provadéni dalsich rekurzivnich volani funkce,
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2) nebo rekurzi nahradime cyklem postupujicim zdola nahoru, tzn. ve
vhodném poradi od mensich mnohothelniki k vétsim, az dojdeme k celému
ptivodné zadanému mnohothelniku.

Ukazeme si oba tyto postupy. Za¢neme prvni uvedenou cestou. Rekur-
zivni funkce zistane v témér nezménéné podobé, pouze ji doplnime o evi-
denci minimélnich velikosti triangulace jiz spo¢itanych mnohothelnikt. Po
strance technické miize mit tato evidence rtiznou podobu. Mohl by to byt
oby¢ejny seznam dvojic tdaji (mnohouhelnik, velikost jeho minimalni tri-
angulace), v némz bychom ale pak museli kazdy zkoumany mnohothelnik
sekven¢éné vyhledavat. Mohli bychom pouzit binarni vyhledavaci strom,
v némz by se koéd mnohothelniku pouzival jako kli¢. My vyuZijeme moz-
nosti programovaciho jazyka Python a evidenci si ulozime ve tvaru slov-
niku, kde kli¢em bude mnohotuhelnik a uloZenou hodnotou jeho minimalni
triangulace. Ve vSech pripadech budeme ovSem potiebovat néjaké jedno-
zna¢fné zakédovani mnohothelniku. V nasi programové ukazce jsme zvolili
seznam ¢isel jeho vrcholt v rostoucim pofadi. Z toho divodu funkce do-
stala tfeti parametr c.

mintr = {} # slovnik s hodnotami minimdlni triangulace

def triangul2(n, a, c):
if n ==
return 0
if tuple(c) in mintr:
return mintr [tuple(c)]
minim = math.inf
for i in range(n):

x = delka(a, (i-1)%n, (i+1)%n) + \
triangul2(n-1, a[:i]+ali+1:],
cl:il+c[i+1:1)

if x < minim:

minim = x
mintr[tuple(c)] =
return minim

minim

print(triangul2(n, a, list(range(n))))

Tento program pocita naprosto shodné jako predchozi FeSeni a lisi se
pouze v jedné velmi dtlezité malickosti: nepocita opakované to, co uz jed-
nou spocital. Kdykoliv jsme v piivodnim FeSeni provadéli rekurzivni volani
funkce, zde nejprve zkontrolujeme ve slovniku, zda poZadovanou hodnotu
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ulozili do slovniku, nebudeme provadét znovu pracné rekurzivni volani
funkce, ale potiebnou hodnotu si jednoduse vyzvedneme ze slovniku. Na-
opak, jestlize hodnotu jesté nezname a spocitame ji rekurzivnim volanim
funkce, kromé primého pouziti ve vypocétu tuto hodnotu navic uloZime do
slovniku pro pfipad, Ze by v budoucnu byla jesté zapotiebi. Ukladame si
preventivné vSechny spocitané hodnoty, nékteré mozna i zbytecné, ale my
dopiedu nevime, které z nich budeme jesté potiebovat.

Uvedena tprava znacnym zplsobem snizi ¢asovou néaro¢nost vypoctu,
rekurzivni funkci na uréeni velikosti minimalni triangulace budeme volat
pro kazdy mnohothelnik nejvyse jednou. MuzZete se o tom ostatné sami
snadno presvédcit. Porovnate-li rychlost vypoctu obou uvedenych funkei
na bézném osobnim pocitaci pro data velikosti n < 10, rozdil v dobach
vypoctu bude celkem zanedbatelny. Pro jakdkoliv vétsi vstupni data je jiz
ov8em rozdil velmi citelny.

Zavéretné feseni zalozené na metodé dynamického programovani pristu-
puje k problému z druhé strany. Misto rekurzivniho vkladani thlopticek
do zadaného mnohotihelniku a postupného déleni jeho plochy na mensi
mnohotihelniky budeme postupovat itera¢né v cyklu od nejmensich mno-
hotihelniki k vétsim, jesté vétsim atd., aZ se dostaneme k celému ptivodné
zadanému mnohothelniku. Pro kazdy zkoumany mnohothelnik budeme
urcovat velikost jeho minimalni triangulace. Tyto idaje si budeme ukla-
dat do tabulky a budeme je vyuZzivat pro feSeni vétSsich mnohothelniku.
Jak uvidime pozdé&ji, mizeme se omezit pouze na ty mnohotuhelniky, jejichz
v8echny strany az na jednu jsou tvofeny stranami pivodniho zadaného n-

thelnfku a pouze jedna jejich strana je thloptickou ptivodniho n-tthelniku.

Nasi nejdilezitéjsi datovou strukturou bude dvourozmérné tabulka ¢
velikosti (n + 1) x n. Index fadku k& bude urcovat pocet vrcholii uva-
zovaného mnohothelniku, index sloupce ¢ udava ¢islo vrcholu, od kte-
rého je tento k-tthelnik umistén v ptvodnim zadaném n-thelniku. Hod-
noty ulozené v tabulce budou predstavovat miniméalni velikost triangu-
lace. Cislo t[k][i] tedy udavéa velikost minimélni triangulace k-uhelniku
A Ay 1)%n -+ - Alitk—1)%n- Radky s indexy 0, 1, 2 a 3 budou zjevné celé
nulové, protoze zadny jednothelnik ani dvojuhelnik neexistuje a vSechny
trojihelniky maji triangulaci rovnou 0. Dale budeme tabulku ¢ vyplio-
vat postupné po fadcich, pocinaje fadkem ¢islo 4. P¥i vypodtu t[k][¢] jiz
budeme znat vSechny hodnoty na fadcich s ¢islem mens$im nez k.

Kazda triangulace uvazovaného k-tthelniku A;A¢it1)%n - - - AGirh—1)%n
obsahuje jisté ngjaky trojihelnik se stranou A; A(;x—1)%y- TTetim vrcho-
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lem tohoto trojtihelniku je néktery z vrcholt A1 1)%m - - - Agitk—2)%n- M-
Zeme tedy vyzkouSet vSechny takové volby vrcholu j pro j od (i + 1)%n
do (i + k — 2)%n véetné, pro kazdou z nich spocitat velikost minimalni
triangulace, z téchto hodnot vybrat tu nejmensi a vlozit ji do t[k][¢]. Mini-
maélni velikost triangulace pro zvolené j je rovna souctu délek uhlopticek
AiAj, Alisk—1)%nA; a hodnot minimalni triangulace obou mensich mno-
hothelnikd, které vzniknou vlozenim téchto dvou thlopfi¢ek. Oba tyto
mnohothelniky maji mensi pocet vrcholi nez k a jejich minimalni trian-
gulaci proto uz zname, je ulozena v tabulce ¢t na nékterém z predchozich
radki.

Poznamenejme jesté, Ze pro volbu j = (i+1)%n nebo j = (i+k—2)%n
vzniké trochu odligna situace a musime ji spravné oSetfit (mame jen jednu
ahlopficku, kterd oddéli jeden mensi mnohotihelnik — viz program). Po
zaplnéni tabulky t aZz do fadku ¢islo n budou vSechny hodnoty v fadku n
shodné a budou udavat hledany vysledek.

def triangul3(m, a):
t = [[0]*n for _ in range(n+1)]
for k in range(4, n+1):
for i in range(n):

t[k] [i] = min(delka(a, i, (i+k-2)%n) + t[k-1]1[i],
delka(a, (i+D)%n, (i+k-1)%n) + \
t[k-11[(i+1)%n])

j = (i+2)%n

while j != (i+k-2)%n:

x = delka(a, i, j) + delka(a, (i+k-1)%n, j) + \
t[(G-i+1)%n] [i] + t[(i+k-3)%nl [7]
if x < t[k][i]:
tk][i] = x
j = (G+D%n
return t[n] [0]

print (triangul3(n, a))

Asymptoticka Casova slozitost zévéreéného feSeni tlohy dynamickym
programovanim je pouze O(n?). Postupné pocitame O(n?) hodnot ta-
bulky ¢ a kazdou z nich zjistime v ¢ase O(n). Opé&t se muZete sami snadno
presvéddit, Ze vypocet této funkce je dostatecéné rychly i pro velmi rozsahla
vstupni data.
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