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Spriznéné trojuhelniky
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Véta o rovnobézniku iika, Ze soucet ¢tverct jeho thlopii¢ek je roven
dvojnasobku souctu ¢tvercii dvou sousednich stran (obr. 1). V udebni-
cich byva tento vztah uvadén okrajové, spis jako priklad na aplikaci kosi-
nové nebo Pythagorovy véty, viz nap¥. [3, str. 77-78|. Naproti tomu podle
V. Dlaba [1] jde o poznatek zakladni. Zkusme prozkoumat jeho vyuZitel-
nost.
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Obr. 1 Véta o rovnobézniku

Pii feSeni problémi se obvykle argumentuje matematickymi vétami v je-
jich klasické formulaci. V naSem piipadé tuto zasadu obejdeme preformu-
lovanim ptvodniho poznatku tak, aby byl zak 1épe motivovan a nemusel

Dva trojuhelniky nazveme spfiznéné, pravé kdyz se shoduji ve dvou
stranéch a thly témito stranami seviené se dopliuji do 180°.

Co lze zjistit ze spriznénosti trojuhelniki ABC a EF D na obr. 27 Maji
stejné vysky ke shodnym stranam, proto se jejich obsahy rovnaji. Navic
aplikaci Pythagorovy véty na pravouhlé trojuhelniky ABP, EFQ, ACP
dostavame

m2:(a+x)2+y2’ n2:(a—$)2+y2, .’172+y2:b2
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a odtud po eliminaci proménnych z a y vétu 1.

Obr. 2 Spiiznéné trojuhelniky

Véta 1
Délky stran spiiznénych trojuhelnikt spliuji pfi oznaceni podle obr. 2
vztah
m® +n® =2(a* + b°) (1)

Dalsi poznatky lze objevovat sestavovanim jejich konfiguraci, v mysli
nebo pomoci papirovych modela.

Umisténim trojihelnika tak, aby mély spole¢nou jednu ze svych stran,
1ze nalézt jiz zminénou vétu o rovnobézniku (obr. 3 vlevo) nebo vztah ur-
¢ujici délku téznice trojuhelniku pomoci délek jeho stran (tzv. Apolloniovu

vétu, obr. 3 vpravo):
2

2t§:b2+02—%. (2)

Obr. 3 Dvé zéakladni seskupeni spfiznénych trojihelnika

Dalsi konfigurace se spole¢nou stranou jiz nejsou tak zajimavé. Zaby-
vejme se radéji situacemi, kdy je prinikem obou trojuhelniki pouze vrchol
pfi dopliiujicich se thlech.

Jednu z moznosti predstavuje obr 4 vlevo. Plati

b

a?+c=2(m*+n?) a (ﬁ)2+(—)2:4, (3)
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nebot druhy ze vztaht (3) plyne z podobnosti trojthelnikai AOQ, OBP
a Pythagorovy véty (ov&feni pfenechme Gtenafi). Diky témto vztahtim je
¢tytahelnik ABCD uréen libovolnymi 4 prvky mnoziny {a,b, c,d, m,n}.

Obr. 4 Utvar ABCD uréeny spfiznénymi trojuhelniky AOB a DOC

Jsou-li rovnoramenné trojiuhelniky BCO a D AO pravoihlé, obr. 4 vpra-
vo, pak b =n+/2, d = m\/2 a po dosazeni do (3) zjistime

a’+ % =b%+ d2.

Takovy ¢tyfuhelnik ma shodné a navzajem kolmé uhlopficky, protoze ro-
tace Rp.ggo zobrazuje B na C' a D na A. Poznatek zobecnime do véty 2 a
dokazeme bez vyuziti spfiznénych trojuhelniki.

Véta 2
Ve ¢tytruhelniku ABC D plati

|AB|> + |CD|? = |BC|? + |DA|*> pravé tehdy, kdyz AC L BD. (4)
Dikaz. Vyuzijeme Pythagorovu vétu s jejim obracenim, k nimz pridame
snadno ovéfitelné tvrzeni, ze v trojuhelniku ABC' pii obvyklém znaceni
stran a uhlid plati

AP > e0<y<90° a a?+b? < e 180° >y > 90°.

(Disledek kosinové véty, jenz lze dokazat i takto: Plati-li 0 < v < 90°,
pak s vyuzitim obr. 5 vlevo dostavame a? + b2 > |BP|? + |[AP|> = %
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Obr. 5 K dikazu véty 2

Pro 180° > v > 90° je diikaz vztahu a? 4+ b?> < ¢? analogicky. Obraceni je
ziejmé, vyCerpali jsme vSechny mozné hodnoty +.)

Predpokladejme tedy, Ze jsou thlopiicky ¢tyfuhelniku ABCD kolmé,
obr. 5 vpravo. Aplikaci Pythagorovy véty na trojihelniky s pravym thlem
pfi vrcholu U dostavame

a2+ = (22 +12) + (12 +02) = (02 +92) + (a? + u2) = b +d2.

Nejsou-li thlop¥icky AC' a BD kolmé, pak pii ostrém thlu AUB plati

a?+ < (2 +y?) + (W2 +0?) = (V2 + ) + (22 +u?) < b+ d%
Analogicky pro [X AUB| > 90° obdrzime a® + ¢ > b? + d>.

Prizkum &tyithelniku ABCD slozeného z dvojic (AOB,COD) a
(BOC, DOA) spriznénych trojihelnikii (obr. 6) umoziuje nalézt nasle-
dujici vétu.

Véta 3

Ctyiuhelnik ABC' D mé kolmé thlopricky, pravé kdyz jej prusecik O je-
jich os rozdéli na dvojice (AOB,COD) a (BOC, DOA) spiiznénych troj-
thelnika.

Diikaz. Jestlize je ¢tyfuhelnik ABCD slozen z dvojic (AOB,COD) a
(BOC, DOA) spfiznénych trojuhelniki, pak pfi oznaeni podle obr. 6 plati
a® 4 =2(m* +n?) = b + d?

a podle véty 2 je ACLBD.

Obréceng, je-li AC 1. BD a O prusecik os 01 a o9 thlopticek AC a BD,

pak o1 || BD, oz || AC a 01 L 02. Polozme

m =|A0| =|CO| a n=|BO|=|DO. (5)
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A © B

Obr. 6 étyfﬁhelnik slozeny ze dvou dvojic spfiznénych trojuhelniki

Snadno lze ovérit shodnost vSech Sesti tthld modfe vyznacenych na
obr. 6. Velikost libovolného z nich necht je 8. Analogicky oznacme « veli-
kost kazdého ze Sesti ¢ervené vyznacenych uhli.

S vyuzitim kolmosti pfimek o1 a 0g zjistime, Ze |[X AOB| = 90° + a + S,
[XDOC| = 90° — a — B, a tak |[XAOB]| + [ DOC| = 180°. Navic plati
(5), trojuhelniky AOB a COD jsou spiiznéné. Trojihelniky BOC a DOA
jsou ziejmeé spiiznéné téz.

V roce 2010 odvodil J. Simsa pomoci vektorové algebry nerovnost (6)
pro délky stran a uhlopficek ¢tyFiuhelniku [2, str. 192]. DokaZeme ji nazor-
néji.

Véta 4
Délky stran a uhlopficek ¢tyituhelniku ABC D spliuji vztah

(|AB|+|CD|)* + (IBC| + |DA|)? > 2(|AC|* + |BDJ?), (6)

pfi¢emz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz ABCD je rovnobé&znik.

Diikaz. Sestrojenim obrazu L vrcholu B v symetrii podle stfedu strany
CD a obrazu K bodu D v soumérnosti podle stfedu strany BC' ziskame
rovnobézniky BCLD a DBKC, obr. 7 vlevo. Trojihelniky ACK a ACL
jsou spfiznéné, plati

JAK > +|AL|]* = 2(e* + f?). (7)
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Obr. 7 K dukazu véty 4

Odtud a z trojuhelnikovych nerovnosti a + ¢ > |AK| a b+ d > |AL|

plyne
(a+c¢)®+ (b+d)* > |AK|* + |AL]> = 2(e* + f?).

Rovnost nastava, pravé kdyz bod B lezi uvniti tusecky AK a D uvnitf
usecky AL, obr. 7 vpravo, to znamena pravé kdyz ABCD je rovnobéznik.

Dosud jsme se zabyvali vyuzitim véty 1. Uvedme jesté priklad na uplat-
néni vlastnosti stejnych obsahu spfiznénych trojuhelniki.
Priklad 1.

DokaZte, Ze soucet obsahti modie vybarvenych ¢tverci v konfiguraci na

obr. 8 vlevo je Sestnactkrat vétsi nez soucet obsahii ¢ervené vybarvenych
Ctverct.

Obr. 8 K feSeni prikladu 1
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Regeni. Stadi ukazat, ze ma ¢tverec GPQF Gtytikrat delsi stranu nez ¢tve-
rec ADEB.

Ozna¢me po fadé O, O; a O stiedy ¢tverca ADEB, TGDU a VEFZ
(viz detail v pravé ¢asti obr. 8). V posloupnosti DEF, BEV, BAC, DAU,
DEG, jsou kazdé dva sousedni Cleny spiiznénymi trojihelniky. VSechny
tyto atvary maji stejny obsah, a tedy i stejnou vysku u k zdkladné délky x.
Vrcholy F' a G tedy maji stejnou vzdalenost u od primky ED, tedy plati
FG | ED.

Obraz ¢tverce DABE v otoéeni Ro,,—goe je ¢tverec GMIH, pficemz
M € FG a H € PG. Analogicky zobrazi rotace Ro, g0 ¢tverec EBAD
na ¢tverec FNJK.

Je-li dédle X bod soumérné sdruzeny s vrcholem C' v symetrii se stfe-
dem O, pak jsou trojuhelniky ABC, EDX shodné a X € FG. Snadno lze
ovéfit, ze se hly vyznacené na obr. 8 stejnymi barvami shoduji, a tak jsou
trojuhelniky X NE, EDX a M X D navzajem shodné (thlop#icka totiz déli
rovnobéznik na dva shodné trojahelniky) a plati |[FG| = 4|ED|.

Ovéfeni, ze analogické rovnosti spliwji i zbyvajici dvé dvojice ¢tverct,
je jiz zTejmé.

Na nékolika pfikladech jsme si ukézali, Ze je z didaktického hlediska
vhodnéjsi nahliZzet na vétu o rovnobézniku jako na vlastnost dvojice spiiz-
nénych trojuhelnikt. Trojihelniky zbavené svého uvéznéni v rovnobé&zniku
mizeme v dané roviné libovolné umistovat. Uvahy o moznostech jejich vza-
jemné polohy pfispivaji k rozvoji geometrického mysleni a nabizi prostor
pro objevovani dalsich poznatki.

Ulohy k samostatnému procviéeni

1. Na obrézcich k dikaziim vét 2 az 4 jsou nakresleny jen konvexni ¢tyi-
thelniky ABCD. Ovéite, ze véty plati i pro nekonvexni ¢tyFihelniky.

2. Dokazte, Ze pro obsahy ¢tverci na obr. 9 vlevo plati Pi+ P, = 2(51+S552).

3. Dokazte, ze pro obsahy ¢tvercti v seskupeni na obr. 9 vpravo plati
P1 + P2 + Pg = 3(51 + SQ + Sg) (Nizozemské MO, 1992)

4. Necht ABCD je konvexni pravotthelnik v némz |AB|+|CD| = V2 |AC)|
aJBC| + |DA| = \/§|BD\. Dokazte, ze ABCD je rovnobé&znik.
(Cesko—Polsko-Slovenské stfetnuti juniord, 2010.)

5. Dokazte, Ze pro obsahy Gtvercti v seskupeni na obr. 10 vlevo (ABCD
je konvexni ¢tyfuhelnik) plati Py + P, + 451 = P3 + Py + 455 a
Py + P3;+ 4S5y = Py + Py +48S,.

(Napovéda: Do obrazku dokreslete uhlopricky AC' a BD.)
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Obr. 10 K uloze 5
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