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Zaklady vyrokové logiky se objevuji v SVP vétsiny stiednich skol. Oce-
kavané vystupy jsou obvykle: zédk rozezna vyrok, vytvari negace vyroku,
¢te a zapisuje tvrzeni v symbolickém jazyce matematiky, uziva spravné lo-
gické spojky, rozlisi spravny a nespravny tsudek, zdivodnuje sviij postup
a ovéfuje spravnost feSeni problému, vytvaii hypotézy, zdivodnuje.

Pracuje se pfitom s klasickou (dvouhodnotovou) vyrokovou logikou,
v niz vyroku pfisuzujeme jen jednu z moznosti ,,pravda®, anebo ,nepravda‘®,
jimZ pfifazujeme tzv. pravdivostni hodnotu, a to obvykle 1 (pravdivému vy-
roku) a 0 (nepravdivému vyroku). Pravdivostni hodnotou vyroku klasické
vyrokové logiky (vyrokové proménné) je tedy jedno z ¢isel 0, nebo 1.

V ¢lanku zna¢ime vyroky velkymi pismeny, napi. A, B, X aj., jejich
pravdivostni hodnoty (prvky mnoziny {0,1}) pismeny malymi, napf. a, b,
x aj. ZapiSeme-li vyroky v symbolické podobé, ziskavame tzv. formule vij-
rokové logiky. Budeme je zapisovat v infixové notaci, obdobné jako pocetni
vyrazy v matematice.

Pozndamka. Jiz ve starovéku vzbuzoval Aristotelem zavedeny princip dvou-
hodnotovosti logiky pochyby v souvislosti s vyroky, hovoricimi o budoucich
udélostech. Vyrok ,,1. srpna pristiho roku bude prset.“ dnes neni pravdivy
ani nepravdivy. Polsky matematik Jan FLukasiewicz soudil, Ze v bé&zném
jazyce existuji vyroky, které nejsou ani pravdivé ani nepravdivé, a musime
jim prifadit néjakou t¥eti hodnotu. Oznacil ji %, jako prostfedni hodnotu
mezi ,pravdou”, coz je 1, a ,nepravdou”, coz je 0. Mame tak tfihodnotovou
logiku. (Prehled o neklasickych logikiach najdete napf. v [4, s. 219-226].)
Pro matematiku je v8ak dilezité, zda vyrok (matematicka véta) plati, nebo
neplati — vystacime se dvéma hodnotami.

Ke spojovani vyroku slouzi vyrokové spojky, reprezentované logickymi
(pravdivostnimi) funkcemi. Spojka miiZze spojovat vétsi pocet vyroki, po-
kud spojuje n vyroki, mluvime o n-argumentové spojce, napf. , Plati pravé
jedna z deseti uvedenych moznosti.“ je desetiargumentové spojka.
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Pravdivostni funkce piislusna n-argumentové vyrokové spojce je pred-
pis, ktery kazdé uspotradané n-tici ¢isel 0 a 1 prifadi ¢islo 0, anebo 1. Pocet
v8ech rtznych n-argumentovych vyrokovych spojek je 22" 1) Existuji tedy
4 jednoargumentové spojky a 16 dvojargumentovych spojek.

Matematicka logika vybrala z pfirozeného jazyka ty spojky, které nej-
lépe vystihuji ruazné logické funkce. NejCastéji pouzivanymi spojkami jsou
jednoargumentové (unarni) negace ,neni pravda, ze* (budeme znacit ' jako
v [2], Casto je negace znafena —) a dvojargumentové (binarni) spojky: dis-
junkce ,nebo“ (nevylucovaci) (V), konjunkce ,a zaroveir“ (A), implikace
sjestlize, pak® (=) a ekvivalence ,pravé kdyz* (&).

Nami uzivané vyrokové spojky (logické funkce) jednoznaéné definujeme
pravdivostni tabulkou takto:

rPlollpvo|lPrQlP=0qQ|Psq
Pl P 1)1 1 1 1 1
0 1]o0 1 0 0 0
01 1 01 1 0 1 0
olol o 0 1 1

Pii dokazovani spravnosti tsudku, tj. vyhodnoceni sloZzeného vyroku, je
obvykle pouzivana tabulka pravdivostnich hodnot.

Méné ¢asté jsou ,algebraické* upravy formuli, vyuzivajici logické zakony
(tautologie) podle véty o nahrazeni, viz napft. [3].

Vé&ta (o nahrazeni)

Budte ¢, ¥, n, x vyrokové formule a P vyrokova promé&nna vyskytujici
se v . Pak plati: (1) je-li ¢ tautologie, pak nahrazenim vSech vyskytu
vyrokové proménné P ve formuli ¢ formuli ¢ ziskime opét tautologii,
(2) je-li n & x tautologie a v formule vznikla z ¢ nahrazenim nékterych
vyskyti podformule 1 formuli x, pak ¢ < 9 je tautologie.

,»Algebraicky“ zptisob vyhodnocovan{ logickych formuli je vSak mnohem
pohodlnéjsi za pouZiti Booleovy algebry, viz napf. vybornou stat [2].

DNa kazdém misté usporadané n-tice se maze vyskytovat 0, nebo 1, kazdé misto
n-tice tak lze vyplnit 2 zplsoby. VSechna mista n-tice lze tedy vyplnit 2™ zpusoby.
Pravdivostni funkce prifadi kazdému vzoru (kazdé z téchto n-tic) &islo 0, nebo 1. Pro
prvni vzor existuji 2 moZnosti pfifazeni, pro prvni a druhy vzor existuji 2 - 2 moznosti
pfifazeni, pro vSech 2" vzorua existuje 2-...-2 = 22" pfifazeni.

——

2n-krat
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Numerické charakteristiky vyrokovych spojek se k vyhodnocovéani lo-
gickych formuli vétsinou nepouzivaji. Podivejme se tedy blize na tuto
maritmetickou“ metodu.

7 definice vyrokovych spojek je ziejmé, Ze

l.d =1-—a,
2. (a AD) = ab,
3.(avb)=a+b—ab (=1—-atV =a+adb=>b+"Va),
4 (a=b)=1—-a+ab (=1—ab =a +ab=>b+d'b),
5. (aeb)=1—(a—0b)?% (=ab+adb =1—ab —ab).

Porovnanim 3 a 4 vidime, Ze (a = b) =1—ab’ a (o’ Vb) =1—ab' = (ab')’.
Ziskavame tak tautologie (A = B) < (A'VB)a (A= B) < (AADB').
Protoze plati rovnost 1 —ab’ —a’b = (1 —ab’)(1—ba’), je tautologii formule
(A& B) < ((A= B)A(B = A)). Dale pak (AAB') < (A’V B), odkud
snadno ziskAme De Morganovy zakony.

P¥i numerickych tpravach budeme vyuZivat vztahy 22 = x (plati 12 = 1,
02=0),z-2’=0(plati 0-1=1-0=0), z+2' =1, (z —2')2 = 1.

Priklad 1
Dokazte trojici vztaht 5 z vySe uvedené tabulky.

Regend.
(aeb)=(a=bAb=a)=1—ab) (1—-0bd)=
=1—ab—bd =a+ad —ab —ba’ =a(l =b)+d(1-b)=ab+aV
Dalsi mozné vyjadieni:
l—ab —ba'=1—-a(l—=0b)—b(l—a)=1—a—b+2ab=
=1—(a—2ab+b) =1~ (a*—2ab+b*) =1— (a—b)>

Nyni jiz mame k dispozici v8e potfebné k tomu, abychom mohli sloZzené
vyroky ,pocitat®, pritom znak = bude slouzit i pro formalni oddélovani
formuli.

Piiklad 2
Dokazte zakony absorpce: a) (AV(AAB)) < A, b) (AAN(AVDB)) & A.

Resent. Vypocteme:
a) (aV(anb) < a=(aVab) ©a=(a+ab—a®b) < a=
=(atab—ab)sa=asa=1—(a—a) =1
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b) (an(aVvd) e a=(ala+b—ab)) & a=
=(at+ab—ab) S a=a<a=1.

Priklad 3
Rozhodnéte o pravdivostni hodnoté formule:
a) (AA=DB)=(B=A4), b) (A=B)=(B=A).

Resent. Zapiseme formule pomoci pravdivostnich hodnot a postupné upra-
vime. VyuZijeme pFitom vztah a = b=1— ab’.
a) Napf.

(d=V)=0b=a)=1—(d =) b=a) =
=1-(1-db)(1-ba") =1—(1—a'b)ba’ =1— (ba’ —a'b) = 1.

b) Napft.

(a=b)=0b=a)=1-(a=b)(b=a) =
=1-(1-at)1—-0ba') =1—(1—ab)ba’ =1—bd'.

Formule (a) je tautologii. Formule (b) je splnitelna, napf. pro b = 0 je
pravdiva, pro b = 1, a = 0 nikoliv. Z vysledku 1 — ba’ je dokonce vidét, Ze
jde o implikaci B = A.

Piiklad 4 (viz [1])

Zajemkyné o zajezd do Stfedomoii mé velmi naro¢né a ponékud podi-
vinské pozadavky na vybér dopravnich prostfedki. Chtéla by letét leta-
dlem nebo jet lodi, ale nechce pouzit obou dopravnich prostFedkii. Navic
by chtéla jet lodi a pritom uz necestovat vlakem nebo by si prédla jet vla-
kem a piitom uz neletét letadlem. Zoufaly ufednik Cedoku ji nabidl dva
zéjezdy. V prvnim byla pouze jizda lodi a vlakem, v druhém pouze let
letadlem. Pani si vzala spokojené druhy z nabidnutych zajezdi. Splioval
vSechna jeji pfani? Vyhovoval by prvni z nabidnutych zajezdt vSem jejim
pozadavkim ?

Resent. Oznacme jednoduché vyroky?), o nichz se mluvi v textu tlohy,
proménnou takto: A — zajemkyné poleti letadlem, V — zajemkyné pojede

2)Vyroky neobsahujici souvisly jazykovy vyraz, ktery je vyrokem (jednoduché vyroky
neobsahuji vyrokové spojky).
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vlakem, L — z&djemkyné pojede lodi. Pfedpokladem tsudku zoufalého tied-
nika je prani zajemkyné: (AVL)A(AAL)Y)AN(LAV)V(VAA)) -
pouzije letadlo nebo lod (ne oboji) a navic pouzije (lod a ne vlak) nebo
(vlak a ne letadlo). Zavéry usudku jsou navrhy tfednika: LAV A A" —
pouze jizda lodi a vlakem, A A L' AV’ — pouze let.

Usudek je logicky spravny, pravé kdyz vidy, jsou-li pravdivé viechny
predpoklady, je pravdivy i zavér. Zjistime tedy, co plyne ze sprévnosti
predpokladti, a porovname to se zavéry. Pocitame:

((aVA(@nD))A(

=((a+1—1la) A (al)

=(a+1(1—-a))(l—adl)
=(a+1a)1—al)- (I +vd) =

= (a+ld —al)(lv' +wvd') = ( (1=1)+1a") (v +vd') =

= (al' +1a")(Iv' +va’) = la'v' + la'v = ld' (v +v) = ld'.

IANV)V (vAd))
A

(W) v (va')) =

(W' +vd —W'vd') =

Prani zékaznice je splnéno, pravé kdyz la’ = 1, tj. kdyz | = 1, a = 0,
na hodnoté v nezélezi (mtze byt 1 nebo 0). Zakaznice méla zvolit jizdu
lodi, pripadné ji spojit s jizdou vlakem. Piéni zékaznice vystihovala jen
ufednikova prvni nabidka.

Piiklad 5 (viz [1])
Divky tipuji, jak bude vypadat na Skolu nastupujici ucitel télocviku.
Véra: Snad bude vysoky a §tihly nebo to bude brylaty blondak.
Hanka: Bude ¢ernooky a stihly nebo bude vysoky ¢ernooky.
Eva: Nebude brylaty. Navic si myslim, Ze nebude ¢ernooky a zaroven
blond’ak.
Ucitel odpovidal tipu Véry a Evy, Hanka neuhodla. Jaky byl jeho vzhled?

Resent. Nejprve zvolime oznaceni pro hodnoty jednoduchych vyroku, vy-
skytujicich se v textu: v — uditel télocviku bude vysoky, s — bude $tihly,
¢ — bude ¢ernooky, b — bude brylaty, [ — bude blond'ak.

Nyni symbolicky zapiSeme tipy divek:

Vera: (vAs)V (bAI)

Hanka: (¢ A s)V (v Ac)

Eva: b A (e AT)

Ucitel odpovidal tipu Véry a Evy, Hanka neuhodla. Musime rozhodnout,
za jakych podminek je konjunkce formuli prani divek splnitelna.
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Tedy
(vAS)VOAD)A((cAs)V(vAe) A A(enl)) =
= (vsVbl)A(csVue) NV A(cd) =
= (vs + bl — vsbl)(1 — cs — ve + ves)b' (1 — cl) =
(prvniho ¢initele (vs + bl — vsbl) vynasobime b’ a dostaneme vsb’)
=vsb' (1 —cs —ve(l—s))(1—cl) =vsb' (1 —cs —wves') (1 —cl) =
= (vsb' — vesh') (1 — cl) = vsb'd (1 — cl) = vsb'c.
Aby byl tusudek divek spravny, musi byt ucitel télocviku vysoky, tihly,
nesmi byt ¢ernooky, brylaty, na barvé jeho vlast nezalezi.
Vypocet lze zjednodusit. Je ziejmé, ze b = 0, jinak by Evin predpoklad
nemohl byt pravdivy. Nahradime b ve formulich 0 a dostaneme
(WAS)A((cAs)V (vAe) Alenl) =
=vs(l —cs —ve+wves)(1 —cl) =vs(l —es —ves') (1 —cl) =
= (vs —wes)(1 —cl) = vsd' (1 — cl) = vsc

se stejnym vysledkem.
Piiklad 6 (viz [2])
Pro které hodnoty x, y plati soustava logickych ekvivalenci
(CARINCASNEE
(xVy) & .

Resend. Sice je vyhodné pouzit tabulkovou metodu, my se ale opét pridr-
zime naSeho postupu. Upravime prvni formuli, napf.

(@Vy)A @ V) o=
=(1-ayl-ay)) ea=>1-2y—a))ez=
=1-(1-ay—ay —2)’=1-(1-2) -2’y —ay)’ =
=1- (' —ay—ay)’ =1-('(1~y) —ay)’ =
=1-(@y —2y)’ =1- (Y@@' ~2)’=1-y*@ —2)’=1-y =y
Druhé formule pfejde na tvar

(zvy)er=1—(z+y—ay—x)>=1—(y2')> =1—ya'.
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Obé formule spolecné daji
y(1—ya') =y —ya' = yz.
Dana soustava ekvivalenci je splnéna, pravé kdyz = y = 1. Lze ji tudiz

nahradit konjunkeci X A Y.

Priklad 7
Rozhodnéte o pravdivosti formule (A = B) = (B=C) = (A= ()).

Resent. Vyuzitim vztahu (a = b) =1 — ab vidime, Ze plati:
(a=b)=((b=c)=(a=0c)=
=a=b=0-0b=cla=c))=
=(1—-abt)=(1-1-0b)(1-acd))=
=(1—-ab)=(1-(1-bc)ac) =
=1-ab)=1-ad +abd)=(01—-ab)= (1—acd(1-0)) =
=(1—-ab)=(1—-adt)=1-(1-ab)(1—adt) =
=1-(1—-ab)act =1—ac't +adt =1.

Dana formule je tedy tautologii.
Priklad 8

Rozhodnéte, ktefi zéaci ze ¢tverice A, B, C, D pojedou na vylet, pokud
jsou dodrzeny tyto zésady: Pojede aspon jeden z dvojice B, D, nejvyse

jeden z dvojice A, C, aspon jeden z dvojice A, D a nejvyse jeden z dvojice
B, C. Dale je jisto, ze B nepojede bez A a ze C pojede, pojede-li D.

Resend. Tvrzenim »aspon jeden z dvojice“ rozumime disjunkci. Situaci,
kdy pojede ,nejvySe jeden z dvojice“, tj. nepojedou oba soucasné, Tesi
negace konjunkce. Nejsme-li si jisti, jak slovni vyjadieni zapsat symbolicky,
pomiize tabulka.?) Napi. ,,B nepojede bez A“:

3)Ke kazdé tabulce lze najit odpovidajici slozeny vyrok. Vezmeme fadky tabulky,
kde je vysledny vyrok pravdivy (resp. nepravdivy) a sestavime disjunkci z konjunkci
pravdivych hodnot odpovidajicich proménnych. Dostaneme tak hledany vyrok (resp.
jeho negaci).
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lze zapsat (B A A’)’. Musi tedy platit formule
(BVD)AN(ANC)Y N(AVD)AN(BANC) AN(BANA) AN(D=C).
Pocitame:
(b+b'd)(1 —ac)(a+a'd)(1 —bc)(1 —ba')(1—dc) =
= (b+Vd)(a—ac+ad)(1—bc—dc)(1l—ba)=
= (b+Vd)(ac +d'd)(1 —bc—d)(1 —ba') =
— (b4 ¥ d)(1 — be— dc')(ad + d'd)(1 — ba') =
= (b+bd—bc—bdd —Vdcd)(ac + a'd— ba'd)
=1 —c)+bd(1—{)—bdd)(ac + a’d(1 — b))
= (bd’ +b'de — bdc)(ac + a'db’) =
= abc’ — abd’d + a'b'dc = abd'd' + a'b'cd

Predpoklady plati, jelia = b =1ac=d =0, aneboa =b =0 a
¢ =d = 1. ReSenim jsou tak dv& moZnosti — vyletu se zucastni bud pouze
dvojice A, B, nebo pouze dvojice C, D.

Priklad 9
Rozhodnéte, zda uvedeny tusudek je logicky spravny:

A= 1B
AvC
C=D
~(BAD)
B= A
Resend. PfepiSeme pomoci hodnot a pocéitame:
(a=b)A(aVe)A(c=d)A(bAD) =
=1 —ab)(a+ca)(1—cd)(1—-0bd)=
= (a+ca —ab)(1 —cd —bd) =
=a+ca —ab —acd —da'cd + ab’cd’ — abd — a’bed =
=ab+a'cd — acd + ab'cd’ — abd — a’bed =
=(a(l=b)+c(1—-a))(1—cd —bd) = (ab+ ca')(1 — cd' — bd) =
= ab — abd — abed’ + ca’ — ca’d’ — ca’bd =
= abd' — abed' + ca'd — ca’bd =
=abd' (1 — ¢) + ca’d(1 — b) = abc’d’ + a'V'cd.
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JiZ nyni vidime, Ze bud je pravdivy prvni ¢len, anebo je pravdivy druhy
¢len. Formule je tedy pravdiva, pravé kdyz bud a = b =1,¢=d = 0,
anebo a =b =0, c=d = 1. V obou pfipadech B = A plati.

Vypocet ale mizeme dokonéit. Usudek je logicky spravny, pravé kdyz

(abcd'd' + a'b'ed) = (b= a)
je tautologie. Vypodcteme:

(abd'd’ + a'b'ed) = (1 —ba') =
=1—(abcdd +a'Ved)(1 —ba’) =1 — (abc'd' + a'b cd)ba’ =1,

coz bylo dokazat.

Piiklad 10 (viz [1])

Katka si vybira oblefeni a modni dopliiky, ze sedmi nabizenych pred-
méta A, B, C, D, E, F, G si zamysli vybrat nejvySe ¢tyfi. Jeji vlastni
myslenky, rady matky a rady prodavacek lze vyjadfit témito vyroky:

1) Vezme-li si Katka A, vezme si nutné E a G.

2) Nevezme-li si A, vezme si B.

3) C si vezme pravé tehdy, kdyz vezme D.

4) Vezme si F nebo G.

5) Vezme-li B a nevezme C, pak nevezme E a vezme F.

6) B a G si vezme pravé tehdy, kdyz si vezme C nebo F.

Nakonec si Katka odnasi jen predméty A, B. Které rady respektovala
a které ne? Zjistéte, zda Katka mohla vyhovét vSem raddm vyjadFenym
v textu tlohy. Kolika zpusoby toho mohla dosdhnout jesté poté, kdy se
rozhodla pro koupi prfedméta A, B?

Resent. Predpoklady tsudku lze zapsat postupné takto: A = (ENG),
A =B C&sD FVG, (BANC')= (FANF),(BANG) & (CVF). Ty
zapiSeme pomoci hodnot a upravime:

1) A= (ENG): d + aeg,

2) A= B:a+d'b,

3)C & D:1—cd —d,

4) FVG:1-f¢,

5 (BAC")= (E'ANF): 1—=bc +bcef,

6) (BAG) < (CVEF):1—(1—cf —bg)?=cf' +bg— 2bgc f'.
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Po vynésobeni piedpokladi 5) a 6) a po upravé mame

(' f' 4+ bg —2bgc f')(1 — b’ +bc'e’ f) =
=cf +bg—2bc’ f'g—0bcf —bc'g+2bc' flg+bcefg=
=(df =bd )+ (bg—bc'g) +bce fg=b"cf +bge+ble fg.

Postupujme dale, z pfedpokladi 5), 6) a 4) plyne

(' f +bge+ble fg)(1— f'g")=bcf +bge+blefg—bcfg =
=bcdf(1—g)+bgc+blefg=beg+¥bcfg+blefg

a z predpokladu 4), 5), 6) a 3) dostavame

(beg +b'c f'g+bce fg)(1 —cd —d) =
=beg+bcflg+bcefg—bedg—bcdf'g—bcde fg=
= (beg — bed' g) + (b€’ fg — b’ de’ fg) + (W' flg -V df g) =
=bedg +bdd'e fg+bdd fg.

Z predpokladi 1) a 2) plyne
(a' + aeg)(a + a'b) = aeg + a'b.
Vsechny predpoklady spoleéné vedou k zavéru

(bedg + bc'd'e' fg+b'dd f'g)(a'b+ aeg) =
= a'bedg + a’'bd'd'e’ fg + abedeg + ab/'dd'ef'g.

Jestlize si Katka koupi jen predméty A a B, splni v8echny predpoklady,
jen kdyz soucasné koupii C, D, E a G. Je-li totiz a = b = 1, bude zavérem
jen ¢len abedeg a hodnoty vSech v ném obsazenych proménnych musi byt 1,
coz ale vzhledem k podmince koupé nejvyse ¢ty predméta neni mozné.

Koupi-li Katka jen pfedméty A a B, pak jsou splnény pouze piedpoklady
2), 3) a 6), jak se lze dosazenim a =b=1,c=d=e = f = g = 0 do nich
presvéddit.

Koupi-li Katka jen A, nebo jen B, pak bud a =1, b = 0, anebo a = 0,
b=1.

Jestlize a = 1, b = 0, potom je zavérem ab'c’'d’ef’g. Musi tedy platit
ab/dd'ef'g =1, ato znamend e = g=1, c =d = f = 0, tj. Katka koupi
predméty A, E a G.
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Je-li a = 0, b = 1 potom je zavérem cdg + c’d’'e¢’ fg. Bud je cdg = 1,
anebo c'd'e’ fg = 1, oboji zaroven nastat nemuze.

Je-liedg=1,potomc=d=g=1,e, f €{0,1}, tj. Katka musi koupit
¢ty predméty B, C, D, G. Predpoklady by splnila i kdyby navic koupila
predméty E a F, tomu v8ak brani podminka koupé nejvyse ¢tyt predméti,
vic koupit nemuze.

Jellidd'efg=1 musibyt f =g=1,c=d =e =0, tj. Katka by mé&la
koupit predméty B, F a G.

Nekoupi-li Katka ani A, ani B, tj. a = b = 0, pak je zavérem 0, vSechny
predpoklady nelze nikdy splnit. Napf. vybérem jakékoliv kombinace ze
zbyvajicich predméta C, D, E; F, G nemuze Katka nikdy splnit druhy
predpoklad.

Pozndmka. Jsou i jiné zpiisoby, jak logické spojky numericky vyjadiit,
napr.
s {07 jestlize a+b=0, { 1, jestlize a + b = 2,

1, jinak. 0, jinak.

1, jestlize a <, 0, jestlize a+b=1,
a=b= as b=
0, jinak. 1, jinak.

Casto se logické spojky charakterizuji takto: ¢’ = 1 — a, a A b = min(a, b),
a Vb= max(a,b).
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