111 specidlni body
lezici na jedné primce VI

JAROSLAV ZHOUF
FIT CVUT, Praha

V tomto ¢lanku se vracime k tématu, kterym se zabyvalo predchozich
pét ¢lankid. Je to téma o zajimavych trojicich bodi, které lezi na jedné
pfimce. Takovych trojic bodu je velké mnozstvi, zde ale prezentujeme
hlavné trojice, které je mozné vyuzit ve Skolni vyuce. Jednou takovou
trojici je ta, ktera se vztahuje k tzv. Simsonové piimce.

Nékteré tlohy jsou formulovany tak, abychom dokazovali, Ze t¥i body
lezi na téze primce. Ekvivalentné lze dokazat, Ze urcité t¥i pfimky procha-
zeji spoleénym bodem. Objasnéni této ekvivalence je konkrétné uvedeno
v zadani piikladi 2, 3, 4.

Ukazky dalSich trojic bodu lezicich na jedné piimce
Priklad 1 (Simsonova piimka)

Je dan trojuhelnik ABC a bod R na kruZnici k£ opsané tomuto troj-
thelniku. Ozna¢me K, L, M po fadé paty kolmic vedenych bodem R
k pfimkam BC, C' A, AB. DokaZte, ze body K, L, M lezi na jedné, tzv.
Simsonové primce.

Obr. 1
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Resend. Je-li bod R totozny s nékterym z vrcholi trojahelniku ABC, jsou
dva z bodu K, L, M totozné a tvrzeni tilohy evidentné plati.

Je-li néktery z bodu K, L, M totozny s nékterym z vrchold trojihel-
niku ABC, analogicky tvrzeni tulohy evidentné plati, protoze bod R tvoii
s nékterym z vrchold trojihelniku ABC' priumér kruznice opsané.

Uvazujme nyni ostatni p¥ipady (obr. 1). Kruznice [ nad primérem AR
prochézi podle Thaletovy véty body L, M. Podle véty o obvodovém a stie-
dovém uhlu [ ALM| = | ARM]|. Podobné se dokaze rovnost [ K LC| =
= |X KRC|. JelikoZz R lezi na kruznici k, je X RAB| + |[XRCB| = 180°.
Proto je [ RAM| = |[X RCK]|, a tak pravouhlé trojahelniky RAM a RCK
jsou podobné. Pak tedy |[XARM| = [XCRK| a [XALM| = |XKLC|. To
znamena, ze body K, L, M lezi na jedné piimce.

Piiklad 2 (Gergonniiv bod)

Je dén trojihelnik ABC. KruZnice mu vepsané se dotyka strany BC
v bodé K, strany AC' v bodé L a strany AB v bodé M. Prisecik primek
AK, BL oznafme G. Dokazte, ze body C, G, M lezi na jedné piimce,
neboli ze se piimky AK, BL, CM protinaji v jednom bodé oznafeném G
a nazyvaném Gergonnuv bod.

Reseni. K dikazu vyuzijeme Menelaovu vétu, kterou jsme si uvedli ve
verzi I tématiky o t¥ech bodech lezicich na jedné pifimce. Vyuzijeme rov-
nosti |AM| = |AL|, |BM| = |BK|, |CK| = |CL| (obr. 2).

C
L
K
G
A M B
Obr. 2

Jako predpoklad si napisme Menelaovu vétu pro trojihelnik BC'L a
primku AK. Plati

IBG| |CK| |LA| _

. IBG| _|BK| |CA]
ILG| ' |BE| |CA|

|LG| |CK| |LAJ

1, neboli
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Nyni napiSeme Menelaovu vétu pro trojuhelnik BLA a pfimku CM, do
niz dosadime vyse uvedené predpoklady a dostaneme

|BG| |LC| |AM| |BK| |CA| |LC| [AM]| _
ILG| |AC| |BM| |CK| |LA| |AC| |BM|
_|BK| |CA| |KC| |AL| _
~ |CK| |LA| [AC| |BK|

1.

Tim je naplnéno znéni Menelaovy véty, coz znamena, ze body C, G, M
lezi na jedné pfimce.

Piiklad 3 (Nagelav bod)

Je dan trojihelnik ABC. KruZnice mu vné p¥ipsané se dotykaji po-
stupné strany BC' v bodé K, strany AC v bodé L a strany AB v bodé M.
Prasecik primek AK, BL ozna¢me N. Dokazte, ze body C, N, M lezi na
jedné primce, neboli Ze se primky AK, BL, CM protinaji v jednom bodé
oznac¢eném N a nazyvaném Nageliv bod.

Reseni. Dikaz tohoto tvrzeni provedeme pro zménu pomoci Cévovy véty,
ktera byla uvedena téz ve verzi IT tématiky o tfech bodech lezicich na jedné
primce.

Vyjdeme z obr. 3. Na ném je znazornén trojiuhelnik ABC, stiedy .S,
I, O kruznic vné pripsanych tomuto trojuhelniku, body dotyku K, L, M
téchto kruznic se stranami trojuhelniku ABC'. Dale jsou zde znazornény
dalsi body dotyku P, Q, R, T, U, V kruznic vné pripsanych s primkami
AB, BC, CA.

KruZmice se stfedem S je vepsana thlu PCQ, proto je |PC| = |QC.
Tato kruZznice je téZ vepsana uhlu PAM, proto je |PA| = |AM|. Analo-
gicky je |@B| = |M B|. Celkové tedy

[PC| = |QC| = |RA| = |TA| = |UB| = |VB| = 5,

kde s je polovina obvodu trojihelniku ABC.
Nyni pouzijeme Cévovu vétu pro trojihelnik ABC' a pfimky AK, BL,

CM. Plati
|BK| |CL| |AM| s—|AB| s—|BC| s—]|AC| _

= =1.
ICK| JAL| |BM| _ s—|AC| s—|AB| s—|BC|

Tim je naplnéno znéni Cévovy véty, coz znamend, Ze se usecky AK,
BL, CM protinaji v jednom bodé&, coZ znamené, Ze body C, N, M lezi na
jedné piimce.
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Obr. 3

Priklad 4

Je dan trojuhelnik ABC' a na jeho stranach body K, L, M podle obr. 4
takové, ze primky AK, BL a CM déli obvod trojuhelniku na polovinu.
Protinaji-li se pfimky AK a BL v bodé N, dokazte, ze body C, N, M lezi
na jedné piimce, neboli Ze se pfimky AK, BL a C'M protinaji v jednom

bods N.
c
A M B

Obr. 4
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Resend. Tvrzeni je dokazéno v pedchozim pifkladu 3, nebot body K, L, M
jsou vlastné body dotyku vné pFipsanych kruznic trojtihelniku ABC.

Priklad 5

Je dan ¢tyfahelnik ABCD, ktery neni ani pravouhelnik, ani kosothel-
nik. Body P, @, R, S jsou stfedy jeho stran, jak ukazuje obr. 5. Body X
a Y jsou stiedy uhlopticek AC, BD, bod O je prusecik tuseéek PR a @S.
Dokazte, Zze bod O lezi na tiseéce XY

D
R

A P B A

Obr. 5 Obr. 6

Resend. Sledujme obr. 6. Body S, P jsou stiedy stran trojihelniku ABD,
proto jsou p¥imky SP a DB rovnobé&Zné. Analogicky je s témito pfimkami
rovnobézna i pfimka R(Q). Analogicky jsou rovnobézné piimky AC, PQ,
SR. Takze SPQR je rovnobéznik a jeho uhlopiicky se protinaji v bodé O.

Dale jsou body S, X stiedy stran trojuhelniku AC' D, proto jsou pfimky
SX a DC rovnobézné. Analogicky je s témito pfimkami rovnobézna i
pfimka Y @Q. Stejné tak jsou rovnobé&zné piimky AB, XQ, SY. Takze
XQYS je rovnobéznik a jeho thlopticky se protinaji také v bodé O.

To znamené, Ze bod O je stfedem tusecky XY, takze bod O lezi na
lseCce XY

Pozndmka. Rovnobéznik PQRS, jehoz vrcholy jsou stfedy daného Ctyi-
thelniku ABCD, se nazyvéa Varignoniv rovnobéznik.

Priklad 6

V obdélniku ABCD je K stied strany BC' a L stied strany C'D. Usecky
DK, BL se protinaji v bodé M. Dokazte, ze M lezi na uhlop¥icce AC
obdélniku.
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Regeni. Dokazeme ekvivalentni tvrzeni: Protinaji-li se usecky AC' a BL
v bodé M, prochazi také tsecka DK bodem M.

Oznatme N prusecik piimek AD, BL (obr. 7). Trojuhelniky ANM,
CBM jsou stejnolehlé se stfedem M, proto stied D tsecky AN a stied K
usecky BC' jsou krajni body tsecky, na niz lezi bod M.

Y
Y

NP
D ~ L C
M K
A B
Obr. 7

Priklad 7

Bod K je libovolny bod uvniti ¢tverce ABC'D a P(Q je libovolné tsecka
prochézejici bodem K a koncové body mé uvniti stran AB a CD (obr. 8).
Kruznice opsané trojuhelniku K@D a kruZnice opsana trojuhelniku K PB
se protinaji jeSté v bodé L. Dokaite, Ze L lezi na thloptiéce BD ¢&tverce.

D Q C

Obr. 8
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Reseni. Diky rovnob&znosti pfimek AB, CD plati | KPB| = |[XKQD|.
Pro obvodové uhly nad tétivou DK plati | KQD| = 180° — | K LD|. Pro
obvodové thly nad tétivou KB plati |4 K PB| = |« KLB|. Ctyfihelnik
PBKL je tétivovy, proto plati

[XKLB| = |&XKPB| = |<KQD| = 180° — [ KLD|,

odkud plyne rovnost |X KLB| + [« KLD| = 180°, coZ znamen4, %e bod L
lezi na ahlopti¢ce BD.

Ulohy k samostatnému feSeni

Uloha 1

Je dan trojuhelnik ABC a bod R na kruZnici opsané tomuto trojuhel-
niku. Ozna¢me R;, R2, R3 body soumérné sdruzené k bodu R podle stran
trojihelniku ABC'. Dokazte, ze body R, Ra, Rs lezi v piimce.

Uloha 2

Osa vnitfniho a vné&jsiho thlu pfi vrcholu C' trojuhelniku ABC protne
kruznici £ mu opsanou po fadé v bodech U # C, V # C. Je-li S stied
strany AB, dokazte, ze body U, S, V lezi v pfimce, ktera je navic kolmé
na stranu AB.

Uloha 3

Nad stranami AC, BC trojihelniku ABC' jsou sestrojeny Thaletovy
kruznice, které se protinaji ve dvou bodech. Jednim je bod C, druhy
ozna¢me X . Dokazte, ze bod X lezi na piimce AB.

Uloha 4

Uvnitf tsecky AB je zvolen libovolny bod C. Nad tseckami AB, AC,
CB jsou sestrojeny pulkruznice do stejné poloroviny omezené piimkou
AB. Rovinny utvar omezeny témito tfemi ptlkruznicemi se nazyva arbelos.
V bodé C je sestrojena kolmice, ktera protne nejvétsi pilkruznici v bodé M.
Nad priamérem C'M je setrojena kruznice, ktera protne mensi pulkruZnice
v bodech K, L. Stred usecky K L oznac¢ime S. Dokazte, ze body C, S, M
lezi na jedné piimce.
Uloha 5

Trojuhelniku AC'D je opsana kruZnice d a na strané AC' je zvolen bod B.
Do kruznice d jsou vepsany dvé kruznice, kruznice k ma s kruznici d bod
dotyku A a prochazi bodem B, kruznice [ mé s kruznici d bod dotyku C' a
prochézi bodem B. Usetka AD protina kruznici k v bodé K a tsecka C'D
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protind kruznici [ v bodé L. Stfed tsecky KL ozna¢ime M. Dokazte, ze
bod M lezi na tseéce BD.

Navody k reSeni zadanych tloh

Uloha 1: Vyuzijeme stejnolehlost se stfedem R na Simsonovu pifmku.

Uloha 2: Uhel UCV je pravy, piimka UV tedy prochézi stfedem kruz-
nice k. Osa vnitiniho thlu protind oblouk AB v jeho stfedu. P¥imka UV
je tudiz osou strany AB.

Uloha 8: Plati |[X AXC| + |2 BXC| = 90° + 90°.

Uloha 4: Uhly AMB, AKC, CLB jsou pravé, proto je KCLM pravothel-
nik.

Uloha 5: Stejnolehlost se stfedem A zobrazi kruznici d na kruznici k, stej-
nolehlost se stfedem C' zobrazi kruznici d na kruznici . Vidime, ze BLDK
je rovnobéznik.

Zaveér

Tento ¢lanek je ukonéenim tématiky o tfech bodech lezicich na jedné
pfimce. K této problematice byla uvedena teorie, a to hlavné Menelaova
a Cévova véta, a také 61 tloh, z nichz nékteré byly vyfeSeny v textu a
ostatn{ byly ponechany k vyfeSeni ¢tenafim.

Tato problematika vybizi k tomu, aby byla rozsitena. Predpokladdme
tedy, ze by mohly nésledovat ¢lanky o ¢tyfech zajimavych bodech, které
lezi na jedné pfimce.
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