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V MFI ro¢. 33 (2024), ¢. 4 byla v rubrice Zajimavé matematické ulohy
predloZena Gtenaftim k FeSeni planimetricka dloha (pod ¢islem 298, zde
aloha 1) o ¢&tyfech teénych kruznicich v trojuhelniku. Neméné zajimava
je téz stereometrickd analogie této planimetrické tlohy pro trojuhelnik.
V tomto ¢lanku ukazeme, jak lze tuto stereometrickou tlohu pro ¢tyistén
zformulovat a Fesit uzitim heuristické strategie analogie.

1. Heuristické strategie, princip strategie analogie

Heuristickymi (objevitelskymi) strategiemi se rozumi empirické (zkuse-
nostni, pokusné, zkusmé) postupy a metodické navody pro feseni nestan-
dardnich matematickych aloh (problémi). ZaloZeny jsou na heuristice, jiz
se rozumi umén{ (¢i nauka) jak objevovat (nalézat nové). Jeji nizev méa
ptivod v Feckém slové heuréka = ,objevil jsem, nalezl jsem* (tradi¢né pii-
pisovanému radostnému zvolani starofeckého uéence Archimeda). Pocatky
klasické heuristiky ve starovékém Recku i cely jeji dalsi historicky vyvoj
jsou bezprostfedné spojeny se vznikem a rozvojem matematiky i dalSich
véd. Za zakladatele moderni heuristiky je povazovan madarsky matema-
tik (pasobici v USA) George Pdélya (1887-1985). Svymi Cetnymi pracemi,
zejména kniznimi publikacemi se zaslouZzil nejen o moderni pojeti a rozvoj
heuristickych metod, ale také o jejich popularizaci a rozsifeni v akademic-
kych a védeckych kruzich.

Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025 161



Jednou z nejvyznamnéjsich heuristickych strategii podle Pélyi je stra-
tegie analogie (strategie zaloZend na analogii), kterd spo¢iva v tom, Ze pii
formulaci a feSeni naro¢né matematické tlohy se nejprve zformuluje a resi
vhodné jednodussi tloha a tim se ziskéva inspirace i navod pro formulaci
a TeSen{ naro¢néjsi analogické ulohy. Velmi vyznamnym specidlnim piipa-
dem tohoto postupu je pfechod od formulace a feSeni planimetrické ulohy
(pro geometrické objekty v roving) k analogické stereometrické tloze (pro

analogické objekty v prostoru).

2. Trojahelnik a ¢tyrstén jako analogické matematické objekty

Dva matematické objekty jsou analogické, jestlize maji nékteré vlast-
nosti shodné nebo v jistém smyslu podobné. Typickymi piiklady jsou
dvojice analogickyjch planimetrickych a stereometrickyjch dtvari. V naSem
¢lanku pujde o dvojice trojuhelnik a ctyrstén, jejichz Cetné vlastnosti jsou
podobné (analogické). Trojahelnik je mnohothelnik s nejmensim podtem
vrcholit i stran. CtyFstén je mnohostén s nejmensim poé¢tem vrcholi i stén.
Z mnoha analogickych vét pro trojihelniky a ¢tyfstény vyuzijeme v naSem
¢lanku zejména dvé nasledujici existenéni véty.

Vé&ta 1 (o existenci kruZnice vepsané trojihelniku)

V kazdém trojihelniku osy vnitinich thli se protinaji pravé v jednom
bodu 5, a jeho vzdélenosti od vSech t¥i pfimek, v nichz lezi strany trojua-
helniku, jsou stejné; znacime je p. V trojihelniku tak existuje pravé jedna
kruznice se stfedem S, a polomérem p, kterda se dotyka vSech tii stran
trojuhelniku; nazyva se kruZnice vepsand trojuhelniku.

Véta 2 (stereometrickd analogie véty 1 o existenci kulové plochy vepsané
CtyTsténu) [2, 3]

V kazdém ¢tyfsténu existuje pravé jeden bod S, jehoZz vzdalenost od
vSech ¢tyf rovin stén Ctyfsténu, jsou stejné; znacime je p. Ve Ctyfsténu
tak existuje pravé jedna kulova plocha se stfedem S, a polomérem p,
které se dotyké v8ech ¢tyt stén CtyTsténu; nazyva se kulovd plocha vepsand
Ctyrstenu.

3. Formulace vychozi planimetrické alohy pro trojahelnik

Vyjdeme z takové formulace této tlohy, jez je vhodna pro zformulovani
a TeSen{ analogické stereometrické tlohy pro ¢tyfstén.

Uloha 1 (planimetricka tloha o ¢tyFech teénych kruznicich v trojahelniku)

Trojihelniku ABC' je vepséana kruznice o poloméru p. Jeji tecny tq, ta,
t3 rovnobézné po Fadeé se stranami trojihelniku BC, AC, AB z néj vytinaji
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t¥1 mensi trojihelniky AB;C;, BA;Cs, C A3 Bs, jejichz kruznice vepsané
maji poloméry p1, p2, p3. Dokazte, ze plati

p1+tp2+p3=p.

4. Formulace a feSeni analogické alohy pro ¢tyFstén

Na zakladé analogickych vlastnosti ¢tyFsténu s vlastnostmi trojahelniku
a uvedenych analogickych vét 1 a 2 dospivame k nésledujici formulaci ste-
reometrické tlohy 2 pro ¢tyfstén, jez je analogicka k planimetrické tloze 1
pro trojihelnik.

Uloha 2 (stereometricka tloha pro &tyfstén analogicka k planimetrické
tloze 1 pro trojuhelnik)

étyfsténu ABCD je vepsané kulova plocha o poloméru p. Jeji teéné
roviny 71, T2, T3, T4 rovnobé&zné po fadé s rovinami stén ¢tyisténu BCD,
ACD, ABD, ABC z néj vytinaji 4 mensi ¢tyistény AB,C1 D1, BAsC5Ds,
CA3B3D3, DA4B4Cy, jejichz kulové plochy vepsané maji poloméry p1, p2,
p3, pa. Dokazte, ze plati

p1+ p2 + p3+ pa = 2p.

Regent tlohy 2. PouZijeme v ném tato oznaceni (obr. 1): Pro télesové
vysky ¢étyrsténu ABCD vedené po tadé jeho vrcholy A, B, C, D kolmo
k protilehlym sténam oznacime jejich délky v,, vy, v., vq. Kulovou plochu
o poloméru p vepsanou tomuto Ctyfsténu oznac¢ime k a jeji stfed S,. Pro
¢tyTi mensi ¢tyistény AB,C1 D1, BA>CsDs, CA3BsDs, DA,B,C, télesové
vysky vedené po Fadé vrcholy A, B, C, D kolmo k protilehlym sténam
oznacime jejich délky vy, ve, v3, vg. Kulové plochy o polomérech pq, p2,
p3, p4 vepsané témto Ctyrsténtim oznacime po fadé k1, k2, K3, K4 a jejich
stf"edy 517 Sg, 53, 54.

Z vlastnosti kulové plochy x vepsané ¢tyisténu ABCD (viz véta 2)
plyne, Ze vzdalenosti te¢nych rovin 71, 72, 73, 74 od protilehlych stén ¢tyr-
sténu jsou rovny 2p. Pro velikosti vysek v,, vp, V¢, Vg a v1, 2, V3, U4 proto
plati

V] = Vg — 2P, V2 =Up—2p, VU3 =7V.—2p, Vg=0vq—2p.
étyfstény ABl Cl Dl, BAQCQDQ, CAngDg, DA4B4C4 jSOU stejnolehlé,

a tedy podobné atvary s ¢tyfsténem ABCD ve stejnolehlostech (podobnos-
tech) se st¥edy A, B, C, D a koeficienty podobnosti (kladnymi koeficienty
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Obr. 1

stejnolehlosti) danymi vztahy
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Specialné pro pi, pa, ps3, pa & p plati
p1=kip, p2=kep, p3=ksp, ps=Fkap.
Sectenim téchto t¥ rovnosti dostavame
p1+ p2+ p3+ ps = (k1 + ko + k3 + ky)p. (1)

Soucet koeficientti podobnosti k1 + ko + k3 + k4 v této rovnosti lze uréit
tak, Ze vSechny koeficienty se upravi na jednotny tvar vyjadfeny pomoci
obsaht stén Ctyfsténu ABCD.
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Obr. 2

Podrobné tuto apravu odvodime pro koeficient

o1 %
Va
Vyjdeme z rovnosti dvou vyjadieni objemu V étyisténu ABCD:
1. V= %SBCDUav
2. ¢tytstén ABCD rozdélime na ¢tyfi Ctytrstény BCDS,, CDAS,,
ABDS,, ABCS,, jez maji stejnou vysku p (obr. 2). Objem &tyi-
sténu ABCD je roven sou¢tu objemu téchto ¢tyf ¢tyfsténi:

V =3Spcpp+ 3Scpap+ 3Sap p+ 5Sapcp = 55 p,
kde S = Spep+Scpa+Sapp+Sapc je povrch Etyisténu ABCD.
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a odtud po dosazeni do rovnosti k; =1 — 3—p dostavame
a

_ 2Spcp @)

ki=1 g

Obdobna vyjadieni koeficientt ko, ks, k4 1ze ziskat tymZ postupem (pro
0/, p/Ve, p/vd), resp. pouhou cyklickou zameénou z rovnosti (2):

25¢cpa

ko =1 — 3

2 S ) ( )
25

ks = 1— f:‘qBD, (4)
25

by =1— f‘gBC. (5)

Se¢tenim rovnosti (2), (3), (4), (5) dostavame po jednoduché tpravé
ki+ky+ks+kys=2
a odtud po dosazeni do rovnosti (1) plyne dokazovana rovnost
p1+ p2 + p3+ ps = 2p.
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