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Porovnéme-li nase uéebnice pro vyuku geometrie (planimetrie) na stfed-
nich skolach (specialng pak gymnazii) s podobnymi pouzivanymi ucebni-
cemi ve vé&tsiné evropskych zemich, zjistime, Ze v zahrani¢i je vénovano
dilezitym vlastnostem os vnitfnich a vnéjsich dhla v trojuhelniku mno-
hem vice prostoru, viz napf. [1, 2| a jinde.

Tento ¢lanek vznikl s cilem pribliZzit naSim ¢tenarfam t¥i dilezité, pritom
méné akcentované vlastnosti os vnitfnich a vnéjsich dhla v libovolném
trojihelniku. Ty jsou doplnény vybranymi aplikacemi.

Véta 1 (o ose vnitintho ahlu)
Osa vnitiniho dhlu v trojihelniku déli jeho protilehlou stranu v poméru
délek ji prilehlych stran.

Diikaz (uzitim sinové véty) uvedeme pro osu vnitiniho thlu pii vrcholu A
trojuhelniku ABC.
Ozna¢me D prusecik osy vnitfniho thlu p#i vrcholu A v trojihelniku
ABC' s jeho stranou BC'. Dale necht o = [ BAC| a ¢ = |[XADB|.
Uzitim sinové véty v trojihelniku ABD dostaneme

IBD|  sing
|AB|  sing’

Podobné v trojihelniku AC'D plati

|CD| sin § _ sing @)
|AC] — sin(180° — )  sing’

Porovnanim levych stran rovnosti (1) a (2) obdrzime

|BD|  |CD]|
|AB|  |AC|’

neboli |BD| : |CD| = |AB| : |AC|, coz jsme chtéli dokazat.

Analogicky lze postupovat i v piipadé obou zbyvajich os vnitinich thla.
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Jing dikaz (uzitim podobnosti trojihelnikt). Ozna¢me E takovy bod na
polopiimce BA, ktery lezi za bodem A, pro né&jz plati |[AE| = |AC|
(obr. 1). Trojuhelnik ACE je tedy rovnoramenny se zakladnou CE, tj.
plati |XACE| = |[< AEC|. Odtud plyne

<t ACE| + |4 AEC| = |4 BAC| = a,

a proto

% = |2 CAD| = |4 ACE| = |< AEC].
P¥imky AD a EC jsou tedy rovnobézné, a proto trojiuhelniky BCFE a
BDA jsou (podle véty uu) podobné. Plati tedy

|BD| |BA| |AB|
|IDC| — |AE|  |AC|

< |BD|:|CD| = |AB|: |AC|.
E

B D C
Obr. 1

Jing dikaz (uzitim obsahd trojuhelniki, viz obr. 2). Ozna¢me Sy pp, resp.
Sacp, obsah trojuhelniku ABD, resp. AC'D. Prusec¢ik D osy vnitiniho
thlu pfi vrcholu A mé pfitom stejnou vzdalenost od ramen AB a AC thlu
BAC, kterou ozna¢ime v. Tuto velikost v maji tudiz vysky z vrcholu D
v trojihelnicich ABC a ACD ke stranam AB a AC. Oznac¢me vy, v po
radé délky vysek z vrcholu B, C ke spoleéné strané AD obou uvazovanych
trojuhelnika a déle ¢ = |AB|, b = |AC|.
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Pak plati (obr. 2)

IBD| v 5|AD[-vi  Sagp  3|AB|-v _|AB| ¢

ICD| vy L|AD|-vs  Sacp  3]AC|-v  JAC| b
Odtud jiz pfimo obdrzime
|BD|: |CD|=|AB|:|AC|=c:b,
coz predstavuje stejny vysledek jako v predeslych dvou dtikazech.

Uvazujme nyni osu vnéjsiho thlu u nékterého z vrcholu trojahelniku
ABC' (napf. u vrcholu A). Predpokladejme dale, Ze protilehla strana BC
neni zékladnou rovnoramenného trojahelniku ABC (v opa¢ném p¥ipadé
by osa vnéjsiho thlu u tohoto vrcholu byla rovnobézné s touto stranou).
V takovém piipadé prusecik D osy vnéjsiho thlu pfi vrcholu A protina
bud poloptimku BC za bodem C (tj. b < ¢), nebo polopfimku CB za
bodem B (tj. b > ¢).

Nasledujici tvrzeni vyslovime pouze pro pruni z obou pripadt. Stejné
tvrzeni, které plati i ve druhém pripadé, ponechavame pozornosti étenai.

Véta 2 (o ose vngjsiho thlu)
Necht F' je prusec¢ik osy vnégjsitho thlu pfi vrcholu A v trojihelniku
ABC s polopiimkou BC. Pak plati |BF|: |CF|=|AB|:|AC| =c:b.

Diikaz. Uvazujme vnitini bod F strany AB trojihelniku ABC, pro ktery
plati |[AE| = |AC|. Takovy bod E existuje, nebot ¢ = |AB| > |AC| = b
(vnit¥ni dhel p¥i vrcholu C je zde totiz vétsi nez vnitini thel pfi vrcholu
B), viz obr. 3.

Matematika — fyzika — informatika 34 (3) 2025 169



Obr. 3

Z obr. 3 vidime, ze trojihelniky BFA a BCE jsou podle véty uu po-
dobné, proto (vyuzitim rovnosti |AE| = |AC|) plati

|BF|  |AB| |AB|

CF| ~ [AE| ~ [AC]

<= |BF|:|CF|=|AB|:|AC| =c:b,

coz jsme chtéli dokéizat.

Pozndmka 1. Snadno lze dokazat, Ze osy vnitiniho a vnéjsiho uhlu u libo-
volného vrcholu trojuhelniku ABC jsou navzijem kolmé. Stiedy K, L, M
kruZnic vné pfipsanych stranam trojtahelniku ABC' lezi (po dvou) na osach
vnéjsich thla trojihelniku ABC u jednotlivych jeho vrchold, pficemz body
A, B, C jsou paty vysek ostrouhlého trojihelniku K LM.

Poznamka 2. Tvrzeni obou pfedeslych vét lze vyuzit ke snadné konstrukei
tzv. Apolloniovy kruZnice v roviné (viz napf. [4]), tj. mnoziny vSech bodu A
roviny, které maji od dvou bodtd B, C (B # C) této roviny dany pomér
vzdalenosti. Napf. pro pomér ¢ : b, kde ¢ > b, sta¢i uvnitt asecky, resp. na
polopfimce BC za bodem C, sestrojit body D, resp. F', pro néz plati

IBD| : |CD| = |BF| : |CF| = |AB| : |AC| = ¢ : b.

Tyto body jsou priseciky po Fadé osy vnitiniho a vnéjsiho uhlu BAC
s pfimkou BC'. Vzhledem k tomu, Ze obé osy thla jsou navzajem kolmé, lezi
vS8echny hledané body A na Thaletové kruznici sestrojené nad primérem
DF (vCetné obou krajnich boda priméru DF), viz obr. 3.

V dalsi ¢asti uvedeme nékteré vybrané aplikace vyse uvedenych tvrzeni.

Priklad 1

Je dan pravoihly trojuhelnik s vnitfnimi thly 30° —60° —90°. Dokazte,
Ze osa jeho pfepony protina delsi odvésnu v bodé, ktery ji déli v poméru
1:2.
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Resent. Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC s preponou BC, jehoz vni-
t¥ni thly pfi vrcholech B a C maji po fadé velikosti 30° a 60°. Ozna¢me D
priisecik osy jeho pfepony BC' s (delsi) odvésnou AB (obr. 4). Vzhledem
k tomu, Ze bod D lezi na ose strany (tasecky) BC, je BC'D rovnoramenny
trojahelnik se zdkladnou BC, v némz [ BCD| = 30°, a CD je tedy osou
thlu pfi vrcholu C' v tomto trojihelniku. Podle véty 1 potom ale plati
|AD|: |BD| = |AC| : |BC| =1:2, coz jsme chtéli dokazat.

C

A D B
Obr. 4

V é&isle 1 minulého (33.) ro¢niku ¢asopisu MFI byla zvefejnéna tii od-
lisna feSeni nésledujici zajimavé matematické dlohy. Zde uvadime ctvrté
feSeni této ulohy, které se opira o aplikaci vy$e uvedené véty 1.

Piiklad 2 (MFI 32/3, aloha ¢. 287, J. Svréek)

Je dan pravouhly rovnoramenny trojtuhelnik ABC s pfeponou BC'. Osa
vnitfniho thlu p#i vrcholu B protind vysku AR a odvésnu AC daného
trojuhelniku po fadé v bodech P a @Q. Dokazte, ze |CQ| = 2 |PR).

Resend. V pravouhlém trojahelniku ABQ s pieponou BQ (obr. 5) plati
X AQB| = 90° — 22,5° = 67,5° = | AQP|.

Protoze pfimka AR je soucasné osou pravého thlu C'AB, plati pro velikost
vnéjsiho thlu APQ pii vrcholu P v trojahelniku ABP

[XAPQ| = |XABP| + |XBAP| = 22,5° + 45° = 67,5° = |X AQP|.

Tento t1hel je ale sou¢asné vnitinim tthlem v rovnoramenném trojthelniku
APQ se shodnymi rameny AP a AQ.
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B R C
Obr. 5

V pravoihlém trojuhelniku ABR, kde R je stied pfepony BC' v pravo-
ihlém rovnoramenném trojihelniku ABC, pdle véty 1 plati

|PR| |BR|

= TABl 3)

|AP| |AB|
Podobné v daném pravoihlém trojihelniku ABC (s osou BQ vnitiniho
thlu pfi vrcholu B) plati

|AQ|  |AB|
1cql ~ 1BC” )

S ohledem na rovnost |AP| = |AQ)| plati pro souéin vztaht (3) a (4)
|PR| _ |PR| |AQ| _ |BR| |AB| _ |BR| _1

[CQ| ~ |AP| [CQ| ~ |AB] |BC| ~ [BC| 2’
Odtud jiz bezprostiedng plyne |CQ| = 2 |PR|, coz jsme chtéli dokazat.
Piiklad 3 (MFI 33/3, uloha ¢. 295, J. Kalinowski)

Necht D je bod strany BC' rovnostranného trojahelniku ABC, kde
|BD| = 2|CD|. Oznafme E patu kolmice z vrcholu B k piimce AD a F
(F # A) prusecik pfimky AD s kruZnici opsanou uvaZovanému trojthel-
niku. Dokazte, Ze trojihelniky BDE a C'DF maji stejné obsahy.

Resend této tlohy muzete nalézt v MFI 34, €. 1, v rubrice zajimavé mate-
matické tlohy.
Véta 3

Piimka prochézejici vrcholem C' trojuhelniku ABC protina kruZnici
jemu opsanou v bodé S, ktery je stfedem jejiho oblouku') AB neobsahuji-

D Tento bod fesitelé MO Zasto oznaduji jako ,,évrékﬁv bod*.
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cim vrchol A, pravé kdyZ je tato pfimka osou vnitiniho thlu p¥i vrcholu C
v tomto trojihelniku.

Drikaz.

a) Necht S je prisecik osy vnit¥niho uhlu pfi vrcholu C' daného troju-
helniku ABC' s kruZnici jemu opsanou. Protoze plati [ AC'S| = [ BCS|,
jsou tétivy AS a BS této kruznice shodné, a tudiz S je stfedem jejiho
oblouku neobsahujiciho vrchol C.

b) Snadné zdivodnéni obracené véty prenechéavame laskavému ¢tenafi.

Priklad 4

Strandm trojuhelniku ABC' jsou vné pfipsany rovnoramenné trojuhel-
niky ABC', BCA’', CAB’ se zékladnami AB, BC, C' A tak, Ze pii obvyklém
oznaceni velikosti vnitinich @hli daného trojthelniku je |X BCA'| = Lo,
|KCAB'| = 18, a [ ABC’| = }~. Dokazte, ze primky AA’, BB', CC” se
protinaji v jednom bodé.

C

A/

C/
Obr. 6

Regeni. V rovnoramenném trojihelniku BC'A’ (obr. 5) je podle zadani
velikost vnitintho dhlu pfi jeho hlavnim vrcholu A’ rovna

1
[ BA'C| = 180° — 2 | BCA| = 180° ~2- Ja = 180° —

coZ znamena, Ze Ctyfuhelnik ABA'C je tétivovy. VSechny &tyii jeho vr-
choly tedy lezi na kruznici opsané danému trojuhelniku ABC'. Analogicky
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lze ukézat, Ze na této kruznici lezi také hlavni vrcholy B’ a C’ rovnora-
mennych trojihelniki CAB’ a ABC'. Body A’, B, C’ jsou pfitom po
radé stfedy kruznicovych oblouka BC, C'A, AB, na nichz nelezi tieti vr-
chol uvazovaného trojthelniku ABC. Piimky AA’, BB’, CC’ jsou (podle
véty 3) osami vnitinich ahli po fadé pii vrcholech A, B, C v trojahelniku
ABC'. Ty se v8ak protinaji v jednom spoletném bodé I, kterym je stied
kruZnice vepsané daného trojuhelniku ABC. Tim je dikaz ukoncen.

Priklad 5

V roviné je dan ostrouhly trojuhelnik K LM . Sestrojte trojuhelnik ABC,
jehoz stfedy vné pfipsanych kruZnic jsou totozné s vrcholy trojuhelniku
KLM.

[Ndvod. Z poznamky 1 za v&tou 2 plyne, Ze vrcholy hledaného troja-
helniku ABC' tvori paty vySek daného ostrothlého trojuhelniku KLM.
Trojuhelnik ABC je tzv. orticky trojuhelnik daného trojuhelniku K LM

Priklad 6

Je dan pravidelny pétithelnik ABCDE. Ozna¢me M stied strany AB
a K prusecik osy usec¢ky DM s uhloprickou AC. Dokazte, ze AK | DK.
Regent této tlohy uZitim véty 3 lze dohledat v &lanku [3] — jiné fedeni
piikladu 2 na str. 17.

Zavérem uvadime pro &tenafe jesté jednu tlohu na pouziti Apolloniovy
kruznice, viz poznamka 2 za vétou 2. Ta se objevila mezi tzv. pfipravnymi
tlohami v kategorii A jiz v 19. ro¢éniku MO. Jeji feSeni lze najit v pfislusné
ro¢ence MO nebo na strankach http://www.matemtickaolympiada.cz.
Priklad 7

V roviné jsou dany dvé neshodné tsecky AB a CD. Sestrojte vSechny
body X této roviny, pro néz jsou trojuhelniky ABX a CDX podobné.
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